TEIL 1

Quantenmechanik

Einfache Anwendungen der Schrodinger- Gleichung

Der Gesamt-Drehimpuls J bei Umlauf tiber eine Kugeloberflache ist also:

Hierbei ist I' der Ortsvektor und V' der Nabla - Operator - Vektor.

Nach Gl. (92) geht aber das Drehimpulsquadrat in die Wellengleichung ein. Da wir die Wellenfunktion des
Gesamt-Drehimpulses in Kugelkoordinaten suchen, missen wir Gl. (97) quadrieren. Somit lautet die in
Kugelkoordinaten darzustellende Formel:
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Vorwort

Die technisch-wissenschatftliche und rein wirtschaftliche Rationalitdt der ,modernen”
Gesellschaft erweist sich als ,geistige” Magersucht. Diese Tatsache erschreckt noch
mehr, als der hier Umgang mit der Quantenmechanik. Letztere jedenfalls rechtfertig
es nicht, Gott als lllusion hinzuzustellen.

Und in der Tat, noch immer leben mehr Fromme auf der Welt, als Rationalisten. Eini-
ge ,Fromme" sind héchst unbequem. Daher mag manch einer hoffen, dass sich am
Ende der Tage alle Religion als Traum herausstellt. Leider hilft diese Hoffnung objek-
tiv gesehen auch nicht weiter, weil er dieses ferne Ende nicht erleben wird.

Um hier ein wenig nachzuhelfen mag manch einer auf die ,rettende” Idee verfallen,
es sei gut, alle Religion auszurotten, um dann den ersehnten Frieden zu erlangen.
Aber die gewaltsame Herbeifiihrung paradiesischer Zustdnde oder die gewaltsame
Herbeifihrung der Vorherrschaft irgendeiner Religion auch der Nichtreligion kann
keinen Frieden schaffen. Hoffentlich missen wir diesen Beweis menschlicher Unver-
nunft nicht durchleben.

Nur der beschwerliche Weg religioser Toleranz gepaart mit geistiger Auseinander-
setzung der Weltanschauungen fuhrt weiter. Alle anderen Wege enden unweigerlich
im Chaos.
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Einleitung

Im Teil | wurde gezeigt, dass die klassische Mechanik, deren zentrales Konzept die
Bahn eines Teilchens ist, bei der Beschreibung von Objekten wie Elektronen (sub-
atomare Teilchen) oder Atomen, leider versagt. Um die in den Experimenten ge-
machten Beobachtungen beschreiben zu kdénnen, haben wird die Quantenmechanik
(QM) eingesetzt, deren zentrales Konzept die Wellenfunktion y ist. Diese Funktion
ergab sich aus den Gesetzen der klassischen Wellenlehre. Die Wellenfunktion ent-
halt die gesamte Information Gber ein System und ermdglicht es, die Wahrscheinlich-
keit zu berechnen, mit der ein Quantenobjekt (QO, Teilchen) an einem bestimmten
Punkt zu finden ist. So wie die klassische Mechanik auf Newtons Bewegungsglei-
chungen beruht, welche die Berechnung der Teilchenbahn erlauben, so beruht die
QM auf der Schrodinger-Gleichung, mit deren Hilfe wir die Wellenfunktion berechnen
konnen. Bei der Herleitung der Schrédinger-Gleichung haben wir in Teil | den Opera-
tor fir die kinetische Energie Exin und den Operator fir die Gesamtenergie Eges ken-
nen gelernt.

In diesem Teil Il wird der mathematische Formalismus weiter abstrahiert. Wir wollen
aber auch hierbei versuchen, dies weiterhin in mdglichst verstandlicher Form zu tun.

Wir beginnen unsere Uberlegungen mit einfachen Anwendungen der Schrodinger-
Gleichung und untersuchen dann die verschiedenen Bewegungsarten, wie Teilchen
im Kasten, harmonische Schwingung, Umlauf usw.. Auf diese Weise lernen wir eini-
ge grundlegende Konzepte der QM kennen und verschaffen uns so das notwendige
Rustzeug um den Rechengang zur Herleitung der Wellengleichung des Wasserstoff-
atoms zu verstehen.

Literatur:

Der in diesem Teil Il beschrittene Weg zum Einstieg in die QM wurde aus dem Lehr-
buch ,Physikalische Chemie®, 2.Auflage 1996, von Peter W. Atkins, ISBN 3-527-
29275-6, VCH- Verlagsgesellschaft mbH, Weinheim, Gbernommen.
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Verallgemeinerung der Wellengleichung

In Teil I, (s. Gl. (26)) erhielten wir fur ein Teilchen der Masse m, das sich ohne
potenzielle Energie (es gilt Gberall V=0, die Energie des Teilchens ist unabhén-
gig von seiner Position) entlang der x-Achse bewegt, die Schrodinger-
Gleichung:

Con? g2

—%@WEm(X) = B, WEkm(X) (1)
Ausgangspunkt fur diese Gleichung war die aus der klassischen Wellenlehre
hergeleitete Wellengleichung yEyin (s. Teil I, Gl. (13)), die wir hier nochmals
aufschreiben, um sie weiter zu untersuchen bzw. weiter zu abstrahieren.

.21 t 27 t
wEKm(x,t)_Asm(7-x—27z?)+Bcos(7-x—27z?) 2

Zur Ermittlung der vg. Schrédinger-Gleichung wurde der zeitabhangige Teil
nicht betrachtet (t=0), um den Einstieg in die QM mdglichst verstandlich zu las-
sen. Die zeitabhangige Erweiterung ist erst nach Schaffung der grundlegenden
guantenmechanischen Konzepte sinnvoll. Mit t=0 vereinfacht sich Gl. (2) zu

gu(x)_Asm(/1 x)Jchos,(ﬂL X) 3)

In Teil I hat sich herausgestellt, dass dieser Ausdruck mit den dort aufgefihrten
physikalischen Experimenten im Einklang steht und einem auf kinetische Ener-
gie Eyin préaparierten Ensemble von Elektronen zugeordneten Wellenfunktion

eines freien Elektrons entspricht. Wir setzen nun k=27”, A=i (i steht fur

~Wurzel aus Minus Eins“) und B =1. Es ergibt sich dann als Wellenfunktion die
bekannte Euler’'sche Formel:

w(X) =i sinkx+ coskx = € @)

£ )
N/ iLeonhard Euler, 1707 - 1783

Der Vollstandigkeit halber sei erwahnt, dass écoskx— isinkx=e™

Seite 5/ 70



Aufgrund dieser Modifikationen kénnen wir nicht mehr sicher sein, ob dieser
Ausdruck immer noch die Wellenfunktion eines freien Elektrons ist. Daher wol-
len wir dieses zunachst tberprifen.

Nach Gl. (1) ist die 2.Ableitung der Wellenfunktion zu bilden und gleich dem
Produkt aus dem Zahlenwert der kinetischen Energie und der Wellenfunktion zu
setzen. Hierzu rechnen wir sowohl mit der Sinus-, Kosinus-Funktion als auch
mit der Exponentialfunktion. Die erste Ableitung nach x ergibt sich zu:

9V _ i coskx— ksinkx = ike® (5)
dx
Die zweite Ableitung nach x lautet:
il f = —ik? sinkx—k? coskx = i °k*e" = —k?(i Sinkx + coskx) = —k?y (6)
dx

Da das Minuszeichen ,—1“ bedeutet und dies gleich i* ist, wird der Ausdruck
,i’k?e™ ebenfalls zu —k?y, was zeigt, dass die Euler'sche Formel (Gl. (4)) tat-
sachlich zutrifft. Das elegante an dieser Exponentialfunktion ist aber, dass sie
sich nach jeder Differentiation wieder, bis auf konstante Vorfaktoren, reprodu-
ziert. Nun setzen wir diesen Ausdruck in Gl. (1) ein und erhalten

(k)W) = By v @

Da y(x) sich herauskirzt und die beiden Minuszeichen sich aufheben, ergibt
232

sich der Ausdruck E,, :kz—h. Mit k=274 ergibt sich h%/(2m4?)=p*2m, was uns
m

in Teil I (s. Gl. (15a)) bereits begegnet ist. Damit kdnnen wir feststellen, dass

die von uns in Gl. (4) als Wellenfunktion gewéhlte Euler'sche Formel ebenfalls

der Wellenfunktion eines freien Elektrons entspricht. Damit haben wir gezeigt,

dass die Exponentialfunktion der aus der klassischen Wellenlehre hergeleiteten

Grundgleichung (s. Teil I, Gl. (13)) adaquat ist. Somit ergibt sich aus GlI. (7) der

Zusammenhang zwischen der Konstanten k und dem Impuls p des Teilchens

zu

p=ka=" ®)

Dieser Ausdruck ist uns in Teil I (s. Gl. (15)) bereits begegnet, womit die Rich-
tigkeit des mathematischen Ansatzes der Gl. (4) bewiesen ist. Daher wollen wir

mit der rechten Seite der Wellengleichung Gl. (4) weiterrechnen (€*) und diese
wie folgt verallgemeinern:
éz//(x)z A-e”‘X+B-e“kx§ 9)

Wieder prifen wir, ob die Funktion noch fir ein freies Elektron gilt. Die erste Ab-
leitung nach x ergibt:

‘j'j—'/’:il<A-e‘kX+(—i|<)|3-e-ikx (10)
X

Fur die zweite Ableitung nach x ergibt sich ng. GI. (11):
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_‘l f =R B e =iy = Ky
Wie wir sehen, ergab sich dieser Ausdruck bereits mit Gl. (6), womit auch die
Form der Gl. (9) der Wellenfunktion eines freien Elektrons zugeordnet werden
kann. Die Einfilhrung des Faktors ,i?=-1* hat sich somit als ,unschadlich“ erwie-
sen aber die damit verbundene Einfihrung der Exponentialfunktion (e) wird sich
noch als eine sehr nutzliche Beziehung herausstellen.

(11)

Der Operator fur den Impuls

Um aus einer Wellenfunktion y Informationen Gber den Wert einer bestimmten
Observablen (ist die Ubliche Bezeichnung fir die messbare Konstante, mit dem
die Wellenfunktion y zu multiplizieren ist) zu erhalten, missen wir zunachst die
Form des Operators kennen, der dieser Observablen entspricht (d. h. die auf
ein Ensemble von QO mit der untersuchten Eigenschaft, hier Impuls p repra-
sentiert durch den Impulsoperator p, prapariert ist). Die Schrodinger-Gleichung

Iautet in Kurzform

(12)

Wie versuchen es auch hier mit der Wellengleichung

w(x)=A-e" (13)

Diese Gleichung erglbt sich aus Gl. (9), wobel B=0 gesetzt wurde. Die erste Ab-
leitung ergibt sich zu ‘Z‘/’ ik A" =ik - ,,,g Wir versuchen fir den Impulsoperator
X

den Ausdruck

A h dy

py="—-""=py (14)
i dx

Dies bedeutet, dass die erste Ableitung der Wellenfunktion mit dem Faktor ,h
quer dividiert durch i zu multlpI|Z|eren |st Durch Einsetzen der beiden Ausdru-

. Diesen Ausdruck haben

wir schon in Gl. (8) kennen gelernt Somlt haben wir, analog zu unseren bishe-
rigen Rechenverfahren fur den Operator der kinetischen Energie und der Ge-
samtenergie, nun auch den Operator fur den Impuls und die dem Impuls zuge-
ordnete WeIIengIeichung hergeleitet denn die Wellenfunktion ist eine Eigen-

gefunden Dlese Wellenfunktion beschreibt offenbar ein Teilchen mit dem glel-
chen Betrag des Impulses (und der gleichen kinetischen Energie) wie zuvor,
das sich jetzt jedoch in die negative x-Richtung bewegt.

Bisher haben wir die Wellenfunktion GI. (9) fur den Fall A=0 bzw. B=0 unter-
sucht. In beiden Fallen konnten wir zeigen, dass es sich um eine Eigenfunktion
des Impulsoperators handelt.
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Wir wollen nun die Wellenfunktion Gl. (9) fur den Fall A=B untersuchen. Die Un-
tersuchung dieses Falles wird uns Uber den Begriff der Uberlagerung (Super-
position) zweier (jeweils einzeln bereits als gultig bewiesener) Wellenfunktio-
nen zu den Begriffen normierte Wellenfunktion und Erwartungswert des
Operators fuihren sowie zu dem damit verbundenen mathematischen Lésungs-
verfahren. Die Wellenfunktion fur den Fall A=B lautet:

w(x) = A- (€ +&™) = 2Acoskx (15)
Wenn wir jedoch auf diese Funktion den vg. Impulsoperator wirken lassen, er-
halten wir Gber die Schrédinger-Gleichung pw =EC;—W = p-w den Ausdruck

i dx
_E-(jj—l//=Z-2A~@=_E-2A~(—1)~k~sinkx=—_@'ZAsink)(: p-i2A-sinkx.
iodx i X [ i

Die Funktion w(x)=i2Asinkx ist jedoch verschieden von der Funktion
w(X) = 2Acoskx. Da A-2isinkx = A-(eikX —e’”‘x) ist, zeigt sich dieser Unterschied
durch das negative Vorzeichen in der runden Klammer deutlich. Es handelt sich

also bei der Wellenfunktion Gl. (15) nicht um eine Eigenfunktion des Impulsope-
rators. Dies bedeutet, dass die Grol3e, zu der dieser Operator gehort kelnen

definierten Wert hat. Dennoch ist in diesem Fall A=B der Impuls

vollig unbestimmt, da die Cosinus-Wellenfunktion (s. Gl. (15)) elne Ilneare Su-
perposition (Uberlagerung) der einzelnen Funktionen e und e™ ist, die, wie
wir gesehen haben, jeweils flr sich einem Zustand mit definiertem Impuls (p)

entsprechen. Fir normierte Wellenfunktionen gilt - . Fur solche

Funktionen ist der Erwartungswert <f2> eines Operators Q definiert als

<Q>:Iw-f2w-dx (16)

Diese Schreibweise bedeutet: Integriere das Produkt aus Wellenfunktion und
Operator der Wellenfunktion. Das Ergebnis ergibt den Erwartungswert des
Operators. Diese Aussage lasst sich leicht beweisen: Wenn némlich y eine

normierte Wellenfunktion des Operators Q zum Eigenwert o ist, also

N

fzx//:a)-w gilt, so ist der Erwartungswert des Operators <Q>=a), wie ng.

Rechnung zeigt:
<ﬁ>:j"y'é""d":IW'(W-W)-dx=w-Jw-w.dxzw§

Da ®» den mit der Versuchsanordnung ermittelten Messwert der untersuchten
physikalischen GroRRe darstellt, der in der Mathematik als Eigenwert des Opera-
tors bezeichnet wird, kann o als Konstante vor das Intergral gezogen werden.
Da das verbleibende Integral fur eine normierte Wellenfunktion aber per Defini-

tion gerade 1 ist, ergibt sich der Ausdruck <fz>:a) Da wir fur jede Messung

den Wert o erhalten, wir haben ja vorausgesetzt, dass die Wellenfunktion eine

Eigenfunktion des Operators Q sein soll, muss auch der Mittelwert vieler
Messungen o sein.

Seite 8/ 70



Wir prufen nun nach, ob diese mathematische Methode zur Berechnung des
Erwartungswertes <f)> des Operators Q einer Wellenfunktion w auch fur den

uns bereits aus Teil I, Gl. (26) bekannten Operators der kinetischen Energie
2

Ei, = —;l—-z//“ gilt. Die Wellenfunktion fur die kinetische Energie lautet gemaf}
m

Teil 1, GI.(20), fuar den einfachsten Fall bei t=0 und mit A=1:

\J2mE,,
y/(x):sin(Tk'”-x}. Hieraus ergibt sich Uber die 2. Ablei-

2mE,. . \lszin 2mE,
MEyn ( K -x} der Ausdruck p''= —=5" .y, Analog zu

tun M= — -9n .
gV 1 7 1

Gl. (16) verwenden wir fir die kinetische Energie den Ausdruck
2

<I§> = Iw- Ew-dx. Hieraus ergibt sich die Gleichung <I§> = Iy/-—zl—m-z//"-dx bzw.

~ n? 2mE,, ) L ~\
<E>_—%-—h—2-.[y/ -dx. Damit wird in der Tat <E>_ E.., da das Integral

fur die normierte Wellenfunktion ja gleich 1 ist.

Doch nun wieder zurlick zur linearen Superposition. Wenn also die Funktion y
keine Eigenfunktion des betrachteten Operators ist, so kdnnen wir sie trotzdem
als lineare Superposition ihrer anteiligen Eigenfunktionen schreiben. Hierzu
nehmen wir der Einfachheit halber an, y sei die Summe zweier Eigenfunktionen
gemaf Cw,+C,y,. Es ergibt sich dann der  Ausdruck

<Q>:J‘(C1"//1+Cz'Wz)'Q(Q'Wl"'Cz'V/z)'dX-
Hieraus folgt <é> ='[(cl-zyl+c2 ‘w,) (¢ o -y, +C,-w,-y,)-dx. Durch Ausmul-
tiplizieren erhalten wir <f)>:cl-cl-a)1-J‘wl-wl-dx+ Cz'Cz'wz'I%'V/z ox. Hier-

bei haben wir den sich ebenfalls ergebenden Ausdruck 2-c, -c, -, -J.l//l y, - OX

zu null gesetzt. Da die einzelnen Wellenfunktionen normiert sind, ist fir beide
das jeweilige Integral Gber ihr Quadrat 1und es ergibt sich die Formel:

<é> = |C1|2 "0+ |Cz|2 wz (16a)

Mit dem Weglassen des Ausdrucks 2-c, -c, 'wl'fl//l"//z -dx wurde unterstellt,

dass das Integral Gber ein Produkt zweier Eigenfunktionen eines Operators ver-
schwindet (d. h. null wird) also J.Wl -y, -dx =0 ist. Auf diese letzte Aussage wird

spater noch genau eingegangen (s. Vorspann zu Gl. (40)). Dort wird ausgefihrt,
dass ein allgemeines Prinzip besagt, dass Wellenfunktionen eines Systems, die
zu unterschiedlichen Energien gehdren, orthogonal sind. Zwei Funktionen hei-
Ren orthogonal, wenn das Integral Uber ihr Produkt verschwindet. Gl. (16a)

besagt, dass der Erwartungswert <f)> des Operators Q das Mittel der beiden

beitragenden Eigenwerte (a1, ) ist, jeweils gewichtet mit der Wahrscheinlich-
keit (c1, c2), mit der ein bestimmter Wert bei sehr vielen Messungen auftreten
wird. Der Erwartungswert ist also nichts weiter, als der Mittelwert Uber zahlrei-
che Messungen!
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3. Der Orts - Operator

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass der Operator fur den Ort in x-Richtung ein-
fach die Multiplikation der WeIIenfunktlon «//(x) mit der x-Koordinate ist. Dem-

(17)

nach kénnen wir schreiben Xl// = X v bzw

Im Teil | (s. Gl. (8b)) hatten wir festgestellt, dass es eine untere Schranke fur die
Genauigkeit der gleichzeitigen Praparation von Ort (x) und Impuls (p) gibt. Der
Ausdruck hierfur lautete ApeAx=h/4z. Versuchen wir nun, zu ermitteln, ob diese
experimentell festgestellte Erkenntnis von unseren bisherigen mathematischen
Ausdricken fur die Operatoren ,Impuls” und ,Ort* geleistet wird. Hierzu unter-
suchen wir den Wert des Kommutators dieser beiden Operatoren. Dieser
Kommutator- Ausdruck wird tblicherweise in eckigen Klammer geschrieben als
[%, P] und bedeutet nicht anderes, als den Ausdruck %-p— p-X zu bestimmen.
Hier erwartet man naturlich, dass a mal b minus b mal a gleich Null ist. Aber
fuhren wir nun die Berechnung explizit durch. Es ist mit p geman Gl. (14):

Man beachte, dass bei dieser Multiplikation von Operatoren (Rechengang wird
in Gl. (91a) erlautert) verlangt wird, vom x-fachen der mit h-quer durch i multipli-
zierten ersten Ableitung nach x der Wellenfunktion den sich durch Multiplizieren
von h-quer durch i mit der ersten Ableitung nach x der x-fachen Wellenfunktion
sich ergebenden Ausdruck zu subtrahieren. Der zweite Term in der Klammer
auf der rechten Seite ist also die Ableitung eines Produkts von zwei Funktionen!

Wir erinnern uns an die Produkt-Rechenregel: |f -g|': f-g+f'g. Mit f(x)=x

und g(x)=— 1//(X) (es funktioniert natirlich auch umgekehrt) erhalten wir die
Ausdrucke f'(x)=1und g'(x) ='_,C:j_l//_ Einsetzen in Gl. (18) ergibt
i dx
h o dy hdy . ko)
2 I x-2 2212w | 19
[% Bl =x- 375 [Xiolx+ |"’J (19)

Die Aufldsung dieser GIeichung fuhrt zu

[% Blw= —1 y=in- t/f¢0 (20)

Da Gl. (20) verschieden von Null ist, bezeichnet man die beiden Observablen Ort (x)
und Impuls (p) als komplementar. Dieser Ausdruck steht fir die Heisenberg'sche
Unscharferelation von Ort und Impuls und ist der grundlegende Unterschied zwi-
schen klassischer Mechanik und QM.

Damit haben wir die Richtigkeit unseres vg. Ansatzes fur den Orts-Operator gezeigt
und zugleich eine wichtige Rechenregel Im Umgang mit Operatoren (hier: eine
Kommutator- Berechnung) durchgefuhrt.

Es ist schon erstaunlich, dass diese einfachen mathematischen Ansatze bereits eine
solche Ubereinstimmung mit den Beobachtungen in sich tragen, eben hier in Gestalt
der Heisenberg’schen Unscharferelation.
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Das Teilchen im Kasten

Mit dem Aufstellen der Schrodinger-Gleichung sind wir der realistischen Be-
schreibung von Quantenobjekten (QO) ein grofRes Stiick nahergekommen. Un-
ser Interesse richtet sich hauptsachlich auf das Verstandnis der Elektronen in
Atomen. Diese Elektronen werden durch elektrische Anziehungskrafte (be-
schrieben durch das Potential des Kerns) in der Umgebung des Atomkerns
festgehalten. QO, die durch ein Potential auf einen bestimmten Raumbereich
eingeschrénkt sind, nennt man gebunden. Wir wollen hier ein einfaches Modell
fur gebundene Elektronen betrachten. Als Prototyp flr gebundene Systeme, an
dem alle wesentlichen Zige der QM klar hervortreten, betrachten wir Elektro-
nen, die in einem Potentialtopf gebunden sind. Damit bezeichnet man den in
Abb. 1 gezeigten Potentialverlauf.

Potenzialtopf mit unendlich hohen Wanden

V
MLV Y

Aufenthaltsbereich
der Elektronen

V= X

Va

Abbildung 1

Ein Elektron ist bei diesem Rechenmodell in einen Raumbereich der Breite a
eingesperrt, aus dem es nicht entkommen kann: Die ,Wande" des Potential-
topfs bilden eine undurchdringliche Barriere, da das Potential dort gegen Un-
endlich geht. Im Innern des Potentialtopfs (d. h. fir 0 <x < a) sollen dagegen
auf die Elektronen keine Krafte einwirken. Das Potential besitzt hier einen kon-
stanten Wert V. Nachdem wir den Potenzialverlauf in der betrachteten physika-
lischen Modell-Situation so festgelegt haben, kbnnen wir nun unsere ersten Er-
fahrungen beim Loésen der Schrédinger-Gleichung sammeln. Mit V(x)=V, erhal-
ten wir aus Teil I, Gl. (34) die fur das Innere des Potenzialtopfs geltende Glei-
chung:

_% o o= Eges‘”(x) (21)
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oder nach Umformung:

d?
Bei Eges Und Vg handelt es sich um Konstanten. Gesucht ist also eine Funktion
w(X), die nach zweimaligem Ableiten bis auf Proportionalitatsfaktoren wieder in

sich selbst Ubergeht. Mit Sinus und Cosinus kennen wir zwei solcher Funktio-
nen. Wir versuchen es also mit dem Ansatz

w(x) = A-sin(Bx)| (23)

V) =23 (Ege Vo) (%) 22

mit zwei noch offenen Konstanten A und B. Erstes Ableiten dieser Funktion er-

gibt d'/(;(x) = B- A-cos(Bx) und das zweite Ableiten ergibt
2
% = —B?- A-sin(Bx) (24)
X

Das Einsetzen von Gl. (24) in Gl. (22) fuhrt auf die folgende Bestimmungsglei-
chung fur B:

—BZ-A-sin(Bx):—il—T-(E% —VO)-t//(X)é (25)

Diese Gleichung ist erfullt, wenn gilt:

2m
_BZ =_h_2'(Eges _VO) (26)

Das Ergebnis dieser Rechnung ist also die Funktion

[ V Zm(E;f Vo) .xJ 27)

z//(x) = A-sin

Eine analoge Rechnung mit der Cosinus-Funktion zeigt, dass diese ebenfalls
eine Lésung ist:

2m(E. V.
‘//(X)=A'CO{ (hg >

Diese Differenzialgleichungen gelten nur fir das Innere des Potenzialtopfs.
Damit y(x) wirklich eine Losung der Schrddinger-Gleichung darstellt, missen
die Potenzialwande bei x=0 und x=a berlcksichtigt werden. Sie garantieren,
dass ein Elektron nicht in den Aul3enraum eindringen kann.

(27a)

Nun kommen wir dazu, den Begriff der Wahrscheinlichkeit (s. Teil I, Gl. (3) und
Gl. (7)), wo das Elektron zu finden ist, mathematisch einzubringen. Die Wahr-

scheinlichkeit, ausgedriickt durch Quadrieren der Wellenfunktion |y(x)?| an vg.
Stellen an den Potenzialwanden ein Elektron zu finden, ist Null. Es ist also

lw(x=0)" =0 sowie [y(x=a)° =0 (28)

Diese Randbedingungen sind die gleichen wie bei einer bei x=0 und x=a einge-
spannten Saite eines Musikinstruments. Im Falle der Saiten bilden sich durch
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Zupfen stehende Wellen aus, die wegen der Reibung abklingen. Dazwischen
sind nur bestimmte Wellenlangen zulassig bzw. zu beobachten, denn nur sie
.passen” in das Intervall der Lange a. Analog zu den Saiten des Musikinstru-

ments verhalt sich auch die Wellenfunktion |y/(x)|2. Diese mathematischen

Randbedingungen stellen hier die erforderliche zusatzliche Forderung dar, dass
nur die beobachteten bestimmten Energiewerte der Elektronen im Potenzialtopf
zulassig sind. Zu Recht prufen wir nun nach, wie diese Randbedingungen zu er-

fullen sind. Die Bedingung |1//(x: O)|2 = O wird von der Sinus-Funktion automa-

tisch erfillt, wahrend sie fur die Kosinus-Funktion unerfiillbar ist. Letztere schei-
det also fur die Loésung der Schrédinger-Gleichung aus. Damit aber die zweite

Bedingung |w(x=a)|" = 0 erfillt ist, muss das Argument der Sinus-Funktion ein

ganzzahliges Vielfaches (n-faches) von 7z sein! Es muss also gelten:

° a=n.z (=1, 2,3, ..) (29)
h? h?
oder aufgeldst nach Eges und mit 7% = > =— erhalten wir
(27[) A
n?.-h*
Ep=grtVo (n=1, 2,3, ...) (30)

Wellenfunktion (oben) und Wahrscheinlichkeitsdichten (unten)

A WX ‘ A W) J\wixj
| N _/
M) AW A WO
VAVAN JAVAVAN

Abbildung 2

Die Energie der Elektronen im Potenzialtopf kann nur die durch diese Gleichung zu-
gelassenen Werte annehmen. Dies ist ein ganz zentrales Ergebnis der QM. Es be-
sitzt allgemeine Gultigkeit: Gebundene Elektronen kénnen nur bestimmte Werte
der Energie annehmen. Die Energie ist quantisiert. Im Falle des Potenzialtopfs
werden die mdglichen Energiewerte durch die ganze Zahl n beschrieben, die man als
Quantenzahl bezeichnet. Es ist gerade der untere Teil der Abbildung 2, der die Ana-
logie mit den stehenden Wellen bei der eingespannten Saite des Musikinstruments
offensichtlich zeigt.

Als letztes muss die bisher noch unbestimmte Konstante A in der Wellenfunktion
Gl. (27) festgelegt werden. Bericksichtigt man die Wahrscheinlichkeitsinterpretation
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von |z//(x)|2, muss man die Forderung stellen, dass man bei einer Messung das Elekt-

ron mit Sicherheit irgendwo im Potenzialtopf finden muss. Es muss sich daher die
Wahrscheinlichkeit eins ergeben. Somit gilt die Normierungsvorschrift:

§J|w(x)|2-dx =1 (31)

Um dieses Integral der quadrierten Wellenfunktion nach Gl. (25) zu berechnen, ver-
einfachen wir zuerst das Argument der Funktion fir den weiteren Rechengang. Dies
ist mdglich, da wegen Gl (29) das Argument der Wellenfunktion GI. (25)

J2M(E . -V, . . . . . .
( m( hgﬁ 0 .XJ gleich (n—” j ist. Es lautet also die vereinfachte Wellenfunkti-
a

on

w(X) = A-sin(n?”- xj (32)
Somit haben wir zu berechnen

J'Az-sinz(n—”xj-dx:l (33)

5 a

Gemald Teubner-Tabellenbuch der Mathematik, Leipzig 1996, lautet die Lésung die-

ses Intergrals .fsinz - dx:%x—%-sin 2zx (s. Seite 171). Es ergibt sich also:
z

Az.{ix_i.s—nzn_ﬂ.x} _1 (34)

Nach Einsetzen der Integralgrenzen werden alle Terme bis auf einen Null und wir

erhalten als Ergebnis A2%a=1 und somit fir die Konstante A den Ausdruck

A= \/Z Mit diesem Wert fur A kdnnen wir nun die vollstandige Wellenfunktion noch
a

einmal zusammenfassend hinschreiben:

2 . (nz )\ _
v, (X) = \Eﬂn(?- xj ......................... (n=1, 2, 3, ..)) (35)

Diese Formel und die daraus resultierenden Abbildungen (s. Abb. 2) fihren uns die
Ursache der Quantisierung sehr anschaulich vor Augen: Jede Wellenfunktion ist
eine stehende Welle; aufeinanderfolgende Funktionen missen daher immer gerade
eine halbe Periode mehr in dem Kasten unterbringen. Daher wird die Wellenlange
kleiner und die mittlere Krimmung gro3er. Dies fuhrt zu einer gro3eren kinetischen
Energie des Teilchens.

In Abbildung 2 kénnen wir auch die Eigenschaften der Losungen sehen. Bei jeder
weiteren Wellenfunktion findet jeweils eine halbe Wellenlange mehr in dem Kasten
Platz als bei der vorangegangenen.

Aus Teil I, Gl. (17) und Gl.(17a) kennen wir den Zusammenhang zwischen Energie
und Impuls sowie Impuls und Wellenldnge des Elektrons (de-Broglie-Beziehung).

Seite 14/ 70



Demnach gilt bei V=0, es wird hier nur die kinetische Energie (Translationsenergie)
n2.h2 B p2 B h2//12

des Teilchens betrachtet, die Gleichung E = =
8ma 2m 2m

. Ausmultiplizieren

und Umstellen nach a ergibt

Gl. (36) bringt zum Ausdruck, dass sich die Quantenzahl n auf halbe Wellenlangen
%/ des Elektrons bezieht. Dieser einfache Ausdruck fur den Bezug von a auf die
physikalische Elementargrof3e A zeigt, dass auch der Ausdruck fir die quantisierte
Energie eine physikalische Realitat beschreibt und keine Ausgeburt eines mathema-

tischen Formalismus ist. Da nach Gl. (4) k=244 ist, gilt A= 2a_ 2; Somit ergibt
n

sich k _hz
a

Der Impuls eines Teilchens im Kasten ist nicht bestimmt. Hierzu untersuchen wir den
durch Einsetzen von Gl. (36) in die Wellenfunktion GI. (35) sich ergebenden folgen-
den Ausdruck:

| 1 (20 )
l//n(X) 2\/;5”1(7 ) (37)

Es wird SICh zeigen, dass diese Wellenfunktion keine Eigenfunktion des Impulsopera-

tors p ist. Hierzu betrachten wir die Schrédinger-Gleichung pwzﬁ_i_wz p-yv. Es
i dx
ergibt sich L-i-z—”-cos(h xj:(EJism(z—”xj Durch Ausmultiplizie-
N A A) And A

ren erhalten wir den Ausdruck _—-cos(ZT”-xj=sin[27”-xj. Hier ist die Funktion auf
i

der rechten Seite der Gleichung von der auf der linken Seite verschieden! Wir kon-
nen die GI. (35) durch Einsetzen von k=nsa vereinfachen und erhalten

y/n(x)z\/zsinkx bzw. gyn(x)z\/Z %smkx Da 2isinkx = ( e’”‘x) ist kbnnen wir
a a

schreiben

1// (x )—\E le(e ekx) mit k=n/a (38)

Wir haben damit die Wellenfunktion als lineare Superposition von Eigenfunktionen
des Impulsoperators geschrieben. Wenn wir den Impuls messen, werden wir in der
Halfte der Falle einen Wert von +ki bekommen und in der anderen Halfte der Falle
einen Wert von —k#i. Das ist das quantenmechanische Analogon der klassischen
Situation, in der das Teilchen hin- und herspringt und sich daher die Halfte der Zeit
nach links und die andere Halfte nach rechts bewegt.
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Die Tatsache, dass die Quantenzahl n nicht null sein kann, hat die sehr bedeutsame

Konsequenz, dass auch die Energie des Teilchens nicht null werden kann, sondern
2

betragt. Diese tiefste, nicht aus dem System entfernbare E-

mindestens E = 5
8

nergie heil3t Nullpunktsenergie. Die physikalische Ursache der Nullpunktsenergie
kénnen wir uns auf zwei Wegen klar machen. Erstens verlangt die Unschéarferelation,
dass ein Teilchen immer Energie besitzt, wenn sein Ort auf einen unendlichen Be-
reich eingeschrankt ist also das Teilchen sich in einem makroskopischen Behélter
befindet. Wenn der Ort des Teilchens nicht vollig unbestimmt ist, kann sein Impuls
nicht exakt null sein, daher muss es auch eine von null verschiedene Energie besit-
zen. Zweitens konnen wir so argumentieren: Da die Wellenfunktion an den Wé&nden
null sein muss, aber nicht tGberall null sein darf, ferner stetig und glatt sein soll, muss
sie gekrimmt sein. Aus einer Krimmung der Wellenfunktion folgt jedoch, dass das
Teichen kinetische Energie besitzt.

Der Abstand zweier aufeinanderfolgender Energieniveaus des Teilchens betragt:

(N+1D?-h?> n?-h? h?

| n+1l En 8ma2 8ma2 (2n+1) 8ma2 (39)
Der Abstand der Energieniveaus nimmt mit zunehmender Grol3e des Kastens ab und
ist fir makroskopische Behalter sehr klein. Wenn die Wéande unendlich weit entfernt
sind, wird der Abstand zwischen den Energieniveaus null. Die Translationsenergie
freier Teilchen ist daher nicht gequantelt. Atome und Molekile in normalen Laborge-
fakRen kénnen wir jedoch ebenfalls mit gutem Gewissen so behandeln, als ob ihre
Translationsenergie nicht quantisiert ware.

Wahrscheinlichkeitsdarstellung durch Dichte einer Schattierung

Widleamacl

[E—]

Abbildung 3
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Wenden wir uns nun einer weiteren Eigenschaft von Wellenfunktionen zu. Zwei
Funktionen heiRen orthogonal, wenn das Integral Gber ihr Produkt verschwindet. In
mathematischer Schreibweise heildt das, zwei Funktionen, z. B. y1 und w3 sind or-

thogonal, wenn le'Wa'dX:O gilt, wobei sich die Integration Gber den gesamten

Raumbereich erstreckt. Ein allgemeines Prinzip besagt, dass Wellenfunktionen eines
Systems, die zu unterschiedlichen Energien gehoren, orthogonal sind. Wir kénnen
diese Aussage anhand der beiden Wellenfunktionen des Teilchens im Kasten mit
n=1 und n=3 explizit verifizieren.

° a sy a a

(40)

Anstelle der Angabe des Integrals wird im folgenden die Integralkurve dargestellt.

Darstellung des Integrals fur zwei Wellenfunktionen y; (n=1) und y3 (n=3)

Abbildung 4

Das Integral ist gleich der Flache unter der Kurve des Produkts. Sie ist, wie man
durch Ausmessen der positiven Flachenanteile (Flache oberhalb der Nulllinie) und
negativen Flachenanteile (Flache unterhalb der Nulllinie) sofort sieht, null. Die Ortho-
gonalitdt von Wellenfunktionen ist in der QM sehr wichtig, da sie es ermdglicht, viele
der in den Berechnungen auftretenden Integrale zu eliminieren, womit sich die Be-
rechnung vereinfacht.
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5. Bewegung in zwei Dimensionen

Wir wollen nun eine zweidimensionale Variante des Teilchens im Kasten be-
trachten. Das Teilchen ist jetzt auf einer zweidimensionalen Flache der Lange
L, in x-Richtung und L; in y-Richtung gefangen.

Zweidimensionaler Kasten

E—
c @
e F R 1
0 0, I i
‘_h"‘-\ ')i.’,.
Teifchan auf
- Oberflache
Xy_/) beschrankt

Abbildung 5

Das Teichen kann sich auf der zweidimensionalen Flache, die von undurchdringli-
chen Wanden umgeben ist, frei bewegen. An den Wéanden steigt die potenzielle E-
nergie abrupt auf unendlich. Die Schrddinger-Gleichung lautet hierfir

Cw? (dy dy
é_%'[dszrdyz ZEI// (41)

Die Wellenfunktion hangt nun von den beiden Variablen x und y ab, daher treten in
der Gleichung partielle Ableitungen auf; die Schroédinger-Gleichung ist jetzt eine par-
tielle Differentialgleichung.

Manche partiellen Differentialgleichungen lassen sich durch die Methode der Sepa-
ration der Variablen in zwei oder mehr gewdhnliche Differentialgleichungen aufspal-
ten, die nur noch von je einer Variablen abhangen. Wir versuchen diese Methode
auch bei der vg. Gl (41) und schreiben unsere Wellenfunktion dazu als Produkt zwei-
er Funktionen, von denen die eine nur von x und die andere nur von y abhangt:

w(xy) = X()-Y(y) (42)
Diese Schreibweise soll uns daran erinnern, dass X nur von x und Y nur von y ab-
2 2 2 2
hangt. Wir erhalten d "[2/=Y-OI >2( und d yZ/:X.d Z Voraussetzung dafur ist,
dx dx dy dy

dass X nicht von y und Y nicht von x abhangt. Die Schrodinger-Gleichung lautet

- n? d2Xx d2y L . .
dann: ——-|Y.-——+ X.-—— [=E-Y(y)- X(X). Division beider Seiten durch (X-Y)
2m dx dy
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2 2

ergibt {i d’x +l- d Yj =- E~2m. Der erste Term auf der linken Seite hangt nicht
X dx* Y dy? h?

von y ab, bei einer Anderung von y kann sich daher nur der zweite Term andern. Die
Summe der beiden Terme auf der linken Seite ist aber konstant, weil die rechte Seite
der Gleichung konstant ist; somit kann sich auch der zweite Therm auf der linken
Seite auch bei einer Variation von y nicht andern. Folglich muss dieser zweite Therm

2mE
gleich einer Konstante sein, die wir mit — 2 . bezeichnen. Die gleiche Argumenta-
tion zeigt, dass der erste Term auf der linken Seite sich bei einer Variation von x e-

benfalls nicht &ndern kann. Wir setzen daher die zugehtrige Konstante gleich

2mE L : . ?
~ ™ Offensichtlich gilt Ex+Ey=E. Wir kénnen also schreiben 1. d7X__2mE,

hz dx?2 - K2
1 d?y  2mE, _ _ _ o
und v " =— reat Durch Umformen dieser einfachen Differentialgleichungen, so
y
dass auf der linken Seite jeweils Ex-X bzw. E,-Y steht, ergibt die beiden Ausdriicke
_ B [(d?X Con (d
Tom =E-X(¥ und ———- = E,-Y(y) mit E=E,+E,. Hierbei ist E, die
| Zm(dxzj < X(9 und Zm(dyzj ;Y +Ey .

:Energie des Teilchens, die einer Bewegung in x-Richtung entspricht, und E, die E-
nergie fur die Bewegung in y-Richtung.

Jede der beiden gewohnlichen Differentialgleichungen ist identisch mit der eindimen-
sionalen Schrddinger-Gleichung fir ein Teilchen im Kasten. Wir kdnnen daher diese
Losungen ohne weitere Rechnung tbernehmen:

2 )"’ nax) 2 Y2 )|
Xpp=|=| -sin[ 22| und Y, =|-=| -sin| 22

Mit v = X -Y und E = E, + E, erhalten wir schlie3lich

2 . (nax) . { naX
Yitno = -sm( J-sn( J (43)
bz L L L, L, )
(dabeigilt 0 <x<L;und 0<y<Ly)und
2 2\ h2
n n h*
Enl’nzz[ L+ J_ (44)
L* L) 8m

Die Quantenzahlen n; und n; kdnnen unabhangig voneinander die Werte 1, 2, ... an-
nehmen. Die nachfolgenden sechs Abbildungen zeigen zwei der Wellenfunktionen
mit ihren zugehoérigen Wahrscheinlichkeitsdichten. Die Abbildungen lassen erkennen,
dass der Verlauf der Funktionen parallel zu einer der Achsen genau dem eindimen-
sionalen Fall entspricht.
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Zunéachst betrachten wir die Wellenfunktionen und Wahrscheinlichkeitsdichten eines
Teilchens auf einer rechteckigen zweidimensionalen Flache. Die Quantenzahlen n;
und n; kdnnen unabhangig voneinander die Werte 1, 2, ... annehmen.

Grundzustand n;=1, n,=1

Abbildung 6a

Wahrscheinlichkeitsdichten zum Grundzustand

Abbildung 6b

Angeregter Zustand, ni=1, n,=2

(AL Ly) V)

Abbildung 6c
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Wahrscheinlichkeitsdichten zum angeregten Zustand, n;=1, n,=2

Abbildung 6d

Angeregter Zustand, ni=2, n,=2

Abbildung 6e

Wahrscheinlichkeitsdichten zum angeregten Zustand, n;=2, n,=2

Abbildung 6e

Ein Teilchen in einem dreidimensionalen Kasten kénnen wir genauso behandeln. Die
Wellenfunktionen enthalten dann noch einen dritten Faktor, der die z-Abhangigkeit
beschreibt, und die Energie (Gl. (44)) enthalt noch einen Term der Form ns?/Ls?.
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Wenn die Flache des zweidimensionalen Systems quadratisch ist, d. h. L;=L,=L, tritt
als interessante Eigenschaft der Losungen, die Entartung, zutage. Aus Gl. (43) bzw.
Gl. (44) wird

2 . (nax) . n27ZX
=-=-.sin -sin 45
Prar 7L (Lj [L) )
h*
Eriing = (n12 + r‘22)8m—|_2
Wir wollen die Falle n;=1, n,=2 und n;=2, n,=1 vergleichen. Es ergibt sich:
2 . (mx\ . (2ny 5h?
=—.8n == |-sinfl == | und E,, = 46a
sowie
T e e
==—.sn == |-sin| == | und |E,, = 46b
Ve ( ] j (L ) ___________ " gm? (460)

Offensichtlich entsprechen beide Wellenfunktionen der gleichen Energie. Dieses
Phanomen wird als Entartung bezeichnet. In diesem Fall gibt es zwei entartete Wel-
lenfunktionen. Man bezeichnet den Zustand mit der Energie 5h%/8mL? daher als
zweifach entartet.

Das Auftreten von Entartung hé&ngt mit der Symmetrie des Systems zusammen. Die
Konturliniendiagramme der beiden Wellenfunktionen g, und w2 ; sind in Abbildung
6f gezeigt.

Quadratischer zweidimensionaler Kasten

Abbildung 6f

Da der Kasten quadratisch ist, geht die erste durch Drehung um 90° in die zweite
Uber. Man spricht davon, dass sie durch eine ,Symmetrietransformation“ miteinander
zusammenhangen.
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6. Die harmonische Schwingung

Ebenso wie das Teilchen im Kasten ist ein harmonisch schwingendes Teilchen
in einem symmetrischen Potenzial gefangen. Ein Teilchen fihrt hier eine har-
monische Schwingung aus, da es eine rlucktreibende Kraft (F) verspurt, die pro-
portional zu seiner Auslenkung (x) aus der Ruhelage (0) ist.

Prinzipbild

L 4
<
<{
«{
<
¢
O

Abildung 7

Beispielweise kann es sich um ein Teilchen handeln, das Uber eine Spiralfeder
mit einer stabilen Wand verbunden ist. Die Proportionalitatskonstante k ist die
Kraftkonstante der Feder. Je harter die Feder, desto gréRRer ist ihre Kraftkon-
stante. Das negative Vorzeichen stellt sicher, dass die Kraft der Auslenkung
entgegengerichtet ist. Gemall dem zweiten Newton’schen Gesetz ist die Ablei-
tung des Impulses (p=mv, wobei v=dx/dt) nach der Zeit gleich der auf das Teil-

chen wirkenden Kraft (F). Im eindimensionalen Fall heil3t das % =F.

Sir Isaak Newton, 1643 - 1727
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2

X )
z =F schrei-

Mit p= m-% konnen wir diese Gleichung auch in der Form m-

ben. Die zweite Ableitung d?x/dt? ist die Beschleunigung des Teilchens bzw. die
erste Ableitung seiner Geschwindigkeit nach der Zeit. Das zweite Newton’sche
Gesetz sagt also aus, dass die Beschleunigung eines Teilchens proportional zu
der Kraft ist, die es verspurt. Wir erhalten so

d?x
m- e :—k-x=F§ 47
Gl. (47) hat analog zu GlI. (22) Lésungen der Form wie Gl. (23):
X(t) = A-sin(Bt) (48)

Hierbei ist der Funktionswert x(t) die Auslenkung x aus der Nulllage in Abhan-
gigkeit der Zeitdauer t seit Auslenkung aus der Nulllage. Im Moment der groR3-
ten Auslenkung, also bei x=A, steht das Teilchen fur einen infinitesimalen Mo-

ment still (v=0). Mit %: B- A-cos(Bt) ergibt sich durch Multiplikation mit m der

Impuls pzu p=m-B- A-cos(Bt). An der Stelle x=A ist also %= 0, womit p=0.

Da m, B und A Konstanten sind, muss der Ausdruck cos(Bt)=0 sein, womit

2
Bt=Y:rist. Da ((lelt;( = —%- x=-B?. A-sin(Bt) ist, ergibt sich im Moment der groR-
ten Auslenkung (x=A), der Ausdruck K _g? -sin(Bt). An der Stelle x=A war je-
m

doch Bt=%27z, womit sin(Bt)=1 gilt und sich

— =7

B=|—| | 49

() | )

ergibt. Im Moment des Durchlaufens der Schwingungsmittellinie an der Stelle
2

X_ F der Ausdruck

t2

x=0 ist nach Gl. (47) F=0. Somit ergibt sich Uber m.OI

m-(-B?)- A-sin(Bt) =0. Da m, B und A Konstanten sind, muss der Ausdruck
sinBt=0 sein. Dies ist der Fall, wenn Bt=1r oder Bt=-1rist. Dies zeigt, dass das
Teilchen harmonische Schwingungen mit B-T =27 also der Frequenz
v=1/T=B/2 7 ausfuhrt. Somit ist B die Kreisfrequenz o gemaf

1/2
Bzzizw:(hj (50)
T m
Die Schwingungsdauer T zwischen beiden maximalen Auslenkungen A be-
1/2
tragt T = 27 (Tj _2z (50a)
k 0]

Bei Bt=0 ist der vom Teilchen der Masse m verursachte Impuls p am groéf3ten.
Es ist dann namlich cos(Bt)=1, womit pmax=mBA wird. Bei Bt=rx ist die auf das
Teilchen wirkende Kraft F am grodten. Es ergibt sich Gber
F =m-(-B?)-A-sin(Bt) und mit sin(r)=1 der Ausdruck F = m—X. A= k- A.
m
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Diesen Ausdruck erhalten wir auch unmittelbar aus Gl. (47), indem wir dort x=A
setzen. Damit haben wir die in Gl. (48) angegebene Ldsung fur x Gberprift.

2

2
Die kinetische Energie ergibt sich tber E;, = 2p_ :M zU

2m

E, = % maw? A’ cos® wt (51)

Mit w”=k/m erhalten wir E,, = %kA2 cos? wt .

Die auf ein Teilchen wirkende Kraft F ist durch die Steigung der potenziellen
Energie an seinem Ort gegeben. Die Kraft zeigt in Richtung abnehmender po-
tenzieller Energie. Die Kraft F=-kx auf ein Teilchen hangt durch
de
_ pot

F= 3 =—kx mit dem Verlauf der potenziellen Energie zusammen. Somit
X

ergibt sich E :%kxz. Das ng. Bild 8a zeigt diesen parabolischen Verlauf der

Potenzialenergie Epo in Abhéngigkeit von der Auslenkung x.

Kraft auf ein harmonische schwingendes Teilchen

¢
11
o
=
Lik]
=
L
o
FS
0
0
(=)

i.-. f
h N { A
- S B
Y T @
v ¥ | N
e e
i Auslenkung, x
Abbildung 8

Mit X = A-sin( wt) (vgl. Gl. (48)) ergibt sich

Ep :EkAzsmza)té (52)

Damit betragt die Gesamtenergie (Addition der potenziellen und kinetischen
Energie)
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E :%kAZcos"’a)t+%kAzsin2a)t:%kA2 (53)

ges

wobei wir cos’at+sin“ot=1 verwendet haben. Die Energie Eges des Oszillators
ist also konstant und fur eine gegebene Kraftkonstante k durch die maximale
Auslenkung A bestimmt. Somit kénnen wir dem Teilchen eine beliebige Energie
geben, indem wir seine maximale Auslenkung A wéhlen. Die Schwingungsfre-
qguenz o hangt nur von seinem Aufbau ab (k und m), nicht aber von seiner E-
nergie. Die Amplitude legt durch E=%2kA? die Energie des Oszillators fest; sie ist
unabhangig von der Frequenz. Das Teilchen schwingt immer mit der gleichen
Frequenz, egal wie grol3 seine Amplitude ist. Damit ergibt sich durch Einsetzen
des Ausdrucks fiir die Gesamtenergie V(x)=Y2kx? in Gl. (34) des Teils | die
Schrédinger-Gleichung fur die harmonische Schwingung zu

_h_.dLgx)%l«Z W (X) =Ep-w(X) (54)

Der Operator [§] fir die harmonische Schwingung lautet also:

g KR d* 1

g 2m dx* 2 (55)

Er setzt sich analog zu Teil | Gl. (35) aus dem Operator der kinetischen Energie
und dem Operator der potenziellen Energie zusammen: Eges=EkintEpot. Dabei
entspricht der Operator E,q einfach der Multiplikation der Wellenfunktion y(x)
mit dem Ausdruck ¥ kx?.

Parabolischer Verlauf der potenziellen Energie V(x)= % kx?

v

Ernengia,

potentiefle

f

o

(]
Auslenkung, x

Abbildung 10
Die Enge der Kurve in Abb. (10) wird durch die Kraftkonstante k bestimmit.

Versuchen wir nun, Gl. (54) zu l6sen. Ebenso wie das Teilchen im Kasten ist
ein harmonisch schwingendes Teilchen in einem symmetrischen Potenzial ge-
fangen, das fur hinreichend grol3e Auslenkungen grof3e Werte annimmt (und
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schlie3lich gegen unendlich geht, vgl. Abbildung 10). Wir erkennen jedoch auch
zwei bedeutsame Unterschiede. Erstens wird die Wellenfunktion fir grol3e Aus-
lenkungen langsamer gegen null gehen als bei einem Teilchen im Kasten, da
das Potenzial nur mit x2 und nicht abrupt gegen unendlich geht. Zweitens hangt
die kinetische Energie des Teilchens auf kompliziertere Weise von der Auslen-
kung ab, da die potenzielle Energie sich mit der Auslenkung andert. Folglich
wird die Bestimmung der Wellenfunktion fur ein harmonisch schwingendes Teil-
chen komplizierter als die Bestimmung der Wellengleichung fir ein Teilchen im
Kasten. Daher vereinfachen wir zunéchst die Form der Gleichung.

Im  ersten Schritt  dividieren wir beide Seiten von Gl. (54)

R dw(X) 1
o l//_g ) +§kX2 w(X) = Egy - w(X) durch den Ausdruck %ha)

Den auf der rechten Gleichungsseite sich ergebenden Ausdruck 1i bezeich-

—ho
2

Da nach Gl. (50a) w =2_I_—ﬂ ist, ergibt sich

nen wir mit €. Es ist also 5 =
 12n-o

fur den Faktor unter dem Bruchstrich der Ausdruck %h?r—ﬂ womit klar ist,

dass dieser ebenfalls die Dimension einer Energie hat. Damit ist & ein dimensi-
onsloser ~ Faktor. ~ Somit gilt wegen Gl (53) der Ausdruck

1/2 .
E :%kAZ - g%hsz womit sich | A? :ﬁ ergibt.

Der erste Term auf der linken Seite der GI. (54) wird bei Division durch %ha) zZu

2 1/2 2
_ h = h __ﬁ.mm =— L 5 :i. Wir bezeichnen ihn mit
2m- (1/ 2h - w) 111] m k (m-k) &

. L, A2
o’. Es wird also der erste Termzu  a?="—=—
& Mo

2

Der zweite Term auf der linken Seite wird zu . Diesen Faktor bezeich-

;I./Zh-co

Damit haben wir die GI. (54) umgeformt und koénnen schrei-
2

ben—az-((jjTl/;+ y> -y =¢-y bzw.

d2
— le‘”az +(y?-¢)p =0 (55b)
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Wir kénnen aber nun den im obigen Ausdruck fiir y? unter dem Bruchstrich ste-

henden Faktor hTw ebenfalls als o2 . auffassen, da das Ausmultiplizieren
m-w

der Gleichung ho = M zeigt, dass sich wieder Gl (50), also w? =£ ergibt.
kK mo m

=x’la bzw. x=«a -y, wodurch sich die Form

Somit kdbnnen wir schreiben

dzv/(a.y)-i—(&'—yz)‘l//(ay):() (56)

Um die L6sung dieser Gl. (56) zu finden, nehmen wir an, dass die exakte Wel-
lenfunktion die Form hat:

(56a)

Hierbei soll f eine Funktion sein, die fur grof3e Auslenkungen langsamer gegen
unendlich geht, als eV gegen null: Diese Bedingung stellt sicher, dass
f.e¥?" auch fir grol3e Auslenkungen endlich bleibt und damit die Wellenfunk-
tion physikalisch sinnvoll.

Mit diesem Ansatz unterstellen wir, dass die Wellenfunktion die Form einer glo-
ckenférmigen Gauss-Funktion hat.

Johann Gauss 1777 - 1855

g ,
Diese Funktion setzen wir in Gl. (56) ein.
Hierzu erinnern wir uns wieder an die grundlegenden Rechenregeln der Diffe-
rentiation der Funktion F =e %" . Um die Kettenregel anzuwenden setzen wir

F =e*, wobei z= —%yz. Nach der Kettenregel gilt fir F’ die Rechenvorschrift:

podF _dF dz Damit ergibt sich F'=e’ ~(—1~2yj bzw. F'=-y-eV?  Da
dy dz dy 2

wir auch noch die zweite Ableitung bendtigen fihren wir auch diese hier explizit

aus. Da es sich um ein Produkt zweier Funktionen handelt, wenden wir hier ne-
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ben der Kettenregel auch die Produktregel an. Somit ergibt sich
F"=(—1-e‘1’2y2)+(—y-—y-e‘”zyz):—e‘l’zyz +y2-e¥?  Mit diesen beiden Re-
chenvorschriften leiten wir nun die Wellenfunktion y = f e V%" zweimal ab. Wir

erhalten fiir die 1.Ableitung l//':z—l/j = f.eV? 4 f.—y.e¥? und fur die 2. Ab-
y

leitung ergibt sich der Ausdruck

2
W”: ?jylr;/ — (fu.e—l/2y2 + fl__y_e—l/2y2)+ -fl__y.e—1/2y2 +f _(_e—1/2y2 + y2 _e—l/2y2)
2

bzw. w''= d Z/:

[fr—2yf'+(y? 1) f]-€¥?". Diesen letzten Ausdruck setzen

wir in Gl. (56) ein und erhalten

[fr—2yf+(y? -1 f]-e¥? +(e—-y?) - f-e¥? =0. Hieraus ergibt sich
fr2yfe(y? -1 f +(e—y?)- f =0 und mit H’=f":

H"-2yH'+(¢-1)-H = 0 (57)

Diese Differentialgleichung wird als ,Hermitesche (selbstadjungierte) Diffe-
rentialgleichung H* bezeichnet. Sie wurde von den Mathematikern intensiv un-
tersucht, und ihre Lésungen sind bekannt. Physikalisch sinnvolle Losungen

(d. h. solche, die nicht schneller gegen unendlich gehen als el gegen null)
existieren nur fur positive ungerade und ganzzahlige Werte von .

Dieses Ergebnis bedeutet, dass —ebenso wie unsere Uberlegungen zum Teil-
chen im Kasten- auch der mathematische Formalismus zur Beschreibung der
harmonischen Schwingung die Annahme von Energieniveaus oder ,energeti-
schen Anregungszustanden® der Teilchen gestattet, da in beiden Fallen Poten-
zialwande vorhanden sind. Da energetische Anregungszustande in der Natur
beobachtet werden, z. B. in Gestalt von Spektrallinien beim Wasserstoffatom,
erfahrt dieser mathematische Ansatz so seine Rechtfertigung. Es ist wieder er-
staunlich, dass die konsequente Anwendung des mathematischen Formalismus
auf eine einfache Grundbewegungsart eines Teilchens, das harmonisch um ei-
ne Mittellage hin- und her schwingt schon auf solch grundlegende physikalische
Ansatze flhrt.

Wir schreiben daher &=2v+1, mit v=0, 1, ... Aus der Beziehung zwischen E und

ggemal ¢ =

ergibt sich somit fiir die Energieniveaus des Oszillators
Q)

E, = (2v+1)%ha) (58)
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Energieniveaus eines harmonischen Oszillators

I .
|Ecare's |

erlaubte Ensrgien, £,
]
-—-""_JI

Auslenkung, x

Abbildung 11

Die Energieniveaus eines harmonischen Oszillators sind aquidistant, d. h. der
Abstand zwischen benachbarten Energieniveaus betragt unabhangig von v
stets 7iw . Auch im tiefsten Zustand besitzt der Oszillator eine von null verschie-
dene Energie. Die mathematische Ursache der Nullpunktsenergie ist, dass v
keine negativen Werte annehmen kann, da sonst die Wellenfunktionen unsinnig
wurden. Der physikalische Grund ist der gleiche wie flir das Teilchen im Kasten:
das Teilchen ist durch den Potenzialverlauf in einem bestimmten Gebiet gefan-
gen, sein Ort ist also nicht vollig unbestimmt, daher kbnnen sein Impuls und
seine kinetische Energie nicht exakt null sein. Wir kénnen uns diesen Grundzu-
stand so vorstellen, dass das Teilchen unaufhérlich um seine Gleichgewichtsla-
ge oszilliert. Die klassische Mechanik wirde dem Teilchen auch erlauben, vollig
stillzustehen.

Mit Gl. (58) kénnen wir GI. (57) umschreiben und erhalten:
H"-2y-H“+2y-H=0 (59)

Die Form der Wellenfunktion erhalten wir aus der Losung dieser Hermite-
Differential- Gleichung.

Die mathematische Herleitung der Losung ist hier nicht angegeben.

Fiur positive ganze Zahlen v sind die Losungen die Hermite-Polynome H\y),
die durch v malige Differentiation von e entstehen:

H—(]) e

(60)
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Die ersten Hermite-Polynome H,(y) sind zusammen mit einigen ihrer haufig
verwendeten Eigenschaften in ng. Tabelle aufgefuhrt:

H,

1

2y

4y*-2

8y>-12y

16y*-48y°+12
32y°-160y°+120y
64y°®-480y*+720y?-120

o tl A w| N R O <

Die genaue Form der Wellenfunktion w=H -e_ﬂzf (s. Gl. (56a)) ist

w=N,-H,(y)-e" (61)

1/2
Hierbei ist y= x(r;—i(J (s. Gl. (55a)) und H(y) eines der Hermite-Polynome

wobei N, eine Normierungskonstante ist.

Fur das erste Hermite-Polynom gilt Ho=1. Somit lautet die Wellenfunktion des
Grundzustandes (also des Zustandes mit der niedrigsten Energie) eines har-
monischen Oszillators:

v, =N, e U2y (62)

und die Wahrscheinlichkeitsdichte

2

Woz = N02 e’ (63)

Normierung der Wellenfunktion

Die Schrodinger-Gleichung besitzt die Eigenschaft, dass fir jede Losung w
auch Ny eine LOsung ist, wenn N eine beliebige Konstante ist. Da wir die Wel-
lenfunktion also mit einem beliebigen konstanten Faktor multiplizieren durfen,
kénnen wir eine Normierungskonstante so wahlen, dass aus der Proportionalitat
in der Bornschen Interpretation eine Gleichheit wird.

Diese Normierungskonstante erhalten wir aus folgender Uberlegung. Fur die
normierte Wellenfunktion Ny betragt die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in In-
tervall dx anzutreffen, (Ny)-(Nw)dx. Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen uber-
haupt irgendwo im Raum anzutreffen, soll 1 sein. Wir schreiben daher

N? = J.l//'l//~dX=1. In drei Raumdimensionen lautet die Bedingung fur die Nor-

mierung J'z//-y/-dx-dy-dz:l oder kurzer Iy/-y/-dr =1, wobei wir dz=dx-dy-dz

verwendet haben. Unsere Normierungskonstante in dem eindimensionalen Fall
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12
1

_— und die Integration erstreckt sich von -o bis +co.

lautet also N =

a mk

ausgedruckt werden, formulieren wir zunachst das Integral in der gleichen Vari-
ablen, wobei wir dx = « -dy verwenden. Somit erhalten wir

2 1/4
Da die Wellenfunktion in der dimensionslosen Variablen yzl mit « = {—j

J-l//v Y, .dX:aJ‘l//v Y, .dy= J-HV2 ,e—yz dyza(ﬂ_llzzv‘/')l/Z (64)

Das Integrationsergebnis wurde dem Teubner-Taschenbuch Mathematik, s.

Seite 128 entnommen. Die Normierungskonstante ist

N=— T (65)
(a;r”zZ”v!)l

Die Wellenfunktion lautet demnach:

(aﬂmZV v!)l/2 o (60)
Normierte Wellenfunktion und Wahrscheinlichkeitsdichte bei v=0

1.0 —
0.5 I ;
0.8F--
0T

0.6
| BETR e
0.4
0.2 -

I e
0.1

¥ £ -"'i'[. und l.'-'ﬁr':." fy -<I

Abbildung 12

Wellenfunktion und Wahrscheinlichkeitsdichte haben beide ein Maximum bei
der Auslenkung null und bestéatigen so unser klassisches Bild von der Null-
punktsbewegung, dass das Teilchen um seine Ruhelage oszilliert.
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen fir die ersten funf Zustande

potentiel le
Energie, V

Enargie
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Auslankung, x

Abbildung 13

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind hier durch die Dichte der Schattierung
dargestellt. Die Bereiche der grof3ten Wahrscheinlichkeitsdichte (der dunkelsten
Schattierung) verschieben sich mit steigendem v in Richtung der klassischen
Umkehrpunkte der Schwingung.

Die Wellenfunktion im ersten angeregten Zustand, die Funktion mit v=1, erhal-
ten wir, indem wir H;=2y einsetzen:

pi=N,-2y- eV (67)

Der Verlauf dieser Funktion ist ng. Abbildung zu entnehmen:

Normierte Wellenfunktion des ersten angeregten Zustands v=1

Abbildung 14

Die Funktion ist in der Ruhelage (bei der Auslenkung null) gleich null; die zuge-
horige Wahrscheinlichkeitsdichte besitzt je ein Maximum zu beiden Seiten der
Ruhelage. Diese Wellenfunktion ist orthogonal zu der des Grundzustands (vgl.
Abbildung 12).

Damit haben wir die wichtige Bewegungsart ,,der harmonischen Schwingung mit
der Methode der QM abschlieRend behandelt.
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7. Umlauf in zwei Dimensionen

7.1. Drehimpulsoperator

,Umlauf* ist eine Bewegungsart, die bei der Behandlung der elektronischen
Struktur von Atomen, in denen Elektronen um den Kern kreisen kdnnen, eine
bedeutende Rolle einnimmt. So wie wir die Translation eines Teilchens (Bewe-
gung entlang einer Achse) durch seinen Impuls beschrieben haben (s. Gl. (14),
kénnen wir auch den Umlauf eines Teilchens als Bewegung entlang eines
Kreisumfangs durch seinen Drehimpuls J beschreiben. Zur Berechnung des
Drehimpulses verwenden wir die in der nachsten Abbildung gezeigte Vorrich-
tung aus der klassischen Mechanik.

Drehimpuls einer Masse (m)

y-Achse

x-A chse

Abbildung 15

Eine Masse (m) sei Uber einen Stab der Lange r mit einem auf der x, y-Ebene senk-
recht stehenden, reibungsfreien, drehbaren und im Vergleich zur Masse (m) prak-
tisch masselosen Stab fest verbunden. Auf die Masse (m) wirke nun fur eine kleine
Zeit (7) eine Kraft (F) unter einem Winkel («) auf die Masse (m). Aufgrund des auf die
Masse (m) ausgeibten KraftstoRes (Impuls) F -z dreht sich die Masse (m) um den
Drehpunkt bzw. dreht sich der Stab (z) und hat den kleinen Drehimpuls
J,=M.r=F, -x-t—F - y-r. Der Ausdruck F, -x steht fir die Impulskomponente

(py) in y-Richtung und F, -y flr die Impulskomponente (px) in X-Richtung (M steht fur
Drehmoment). Somit ist

J,=X-p,-Y-p, (68)

Das negative Vorzeichen resultiert aus gewéhlten der Lage («) der Kraft (F) in Bezug
auf die Fy, Fy- Koordinaten.
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Es ist aus Abb. 15 sofort zu sehen, dass die Komponente p, = F, -y der Komponen-
te p, = F, -x entgegenwirkt. Das positive Vorzeichen von py ergibt sich aus der Defi-

nition, dass bei Blickrichtung von unten nach oben entlang der z-Achse die Drehrich-
tung des z-Stabs im Uhrzeigersinn als positiv angesehen wird. Nach Beendigung des
Kraftstol3es F -7 ist -in Bezug auf den Drehpunkt- der Drehimpuls J=r-F, -z =r-p,
entstanden. Hierbei greift die Kraft F. im Mittelpunkt der Masse (m) an, stand wéh-
rend der Zeit 7 senkrecht auf der r-Stange und zeigte in die gleiche Richtung wie das
Drehmoment (M). Der Drehimpuls (J) manifestiert sich nach Umsetzen der Kraft (F;)
in Gestalt der einmaligen Beschleunigung (a) der Masse (m) von O auf die Ge-

schwindigkeit v innerhalb der Wirkzeit 7. Es ist also F, =m-a=m- v=0_ m-Y bzw.
T T
F. -z=m-v=p,. Somit gilt fir den Drehimpuls die Gleichung
J,=rep =r(mV)=x-p,-y-p, (69)

Dies ist die nach den Gesetzmaﬂlgkelten der klassischen Mechanik hergeleitete
Grundformel fur den Drehimpuls.

Im folgenden beginnen wir mit der Suche nach der Wellenfunktion y(¢) des Drehim-

pulses (J;). Hierbei ist ¢ der Winkel in Rad zwischen der x-Achse und dem r-Stab (in
Abb. 15 mit a bezeichnet. Aus GI. (14) kennen wir bereits den Impulsoperator

p=- E dy . Daher schreiben wir, ausgehend von Grund-Gleichung (69), fir den Ope-

ax
rator des Drehimpulses (I =r-p,) um die z-Achse:

2 N h dy h dl// h dy dy
J =r. =X ——— Xe———V.— 70
TR Ty T ax i ¢ dy dx) (70)

Bevor wir versuchen, die Wellenfunktion des Drehimpulses zu bestimmen, transfor-
mieren wir die kartesischen Variablen (x, y) in Polarkoordinaten, x=r-cos¢ und
y=r-sing, da in dem Polar-Koordinatensystem die Symmetrie des Systems soweit
wie moglich ausnutzt werden kann. Die allgemein giltige Transformation selbst ist

ausfuhrlich im Kapitel 8. ,Mathematische Werkzeuge“ beschrieben und dort nachzu-
Iesen (s. Gl. (90). Es gilt

i (Gl. 71)

Aus Glelchung (69) lasst sich der folgende Zusammenhang zwischen den Flachen-
elementen dx, dy und den kartesischen Variablen x, y herleiten.

Durch  Quadrieren ergibt sich  r?-p?*=x"-p’+y*-p’-2xyp,p, bzw.

(X +y*)-(p +p,%)=x"-p,° +y*- p.’ —2xyp, p,. Durch Ausmultiplizieren erhalten
wir x> p2+y? - pf+y?-pl+xt-p=x"-p+y*-p” —2xyp,p, . Dieser Ausdruck

lasst sich zusammenfassen zu x*- p,* +y*- p,” + 2xyp, p, = 0 bzw. zu

‘x-px+y-py=0‘ (72)
Durch Einsetzen des Impulsoperators ﬁ:ﬁ—-ij—w aus Gl. (14), schreiben wir fur Gl.
i dx
(68) den Ausdruck x-_ﬁ-d—l/j+ yﬁd—"[/ =0 bzw. i+l = 0. Hieraus ergibt sich tber
i dx I dy dx dy
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x-dy y-dx

+ =0 der beim Drehimpuls geltende Zusammenhang zwischen den
dx-dy dx-dy
Flachenelementen dx, dy und den kartesischen Variablen x, y zu
X-dy+y-dx=0 (73)

Dieser Ausdruck lasst sich nun leicht in die Darstellung mit Polarkoordinaten tberfih-
ren. Durch Quadrieren ergibt sich x*-dy” + y? - dx® = —2xydxdy . Wir addieren nun auf

beiden Seiten mit X% - dx? + y? - dy? und erhalten o)
X dy® + y? -dx® + (x* -dx® + y* - dy?) = —2xydxdy + (x* - dx* + y* - dy?) . Es ist leicht zu
sehen, dass dieser Ausdruck aus (x*+ y?)-(dx®+dy?) = (x-dx—y-dy)® entstanden
ist und dass sich hieraus r?-dr® =(x-dx—y-dy)* bzw. r-dr = (x-dx—y-dy) ergibt.
Durch  Gleichsetzen dieses Ausdrucks mit GIl. (71) schreiben  wir

r-dr=x-dx—y-dy=m.Somitistiz x-d_y-dy bzw.
dg dg¢ dx-dy dx-dy
dox_y (74)
d¢g dy dx

Dies ist die gesuchte Transformationsgleichung fir den Drehimpuls. Nun Multiplizie-

ren wir beide Gleichungsseiten noch  mit ,E-dz// und erhalten
[

i dg i dy i dx
explizit mit Gl. (70) Uberein. Der Hamiltonoperator fir den Drehimpuls jz =r-p, in
Polarkoordinaten lautet also:

i d¢

Damit haben wir, ausgehend von der klassischen Mechanik, den Drehimpulsopera-
tor, ausgedrickt in Polarkoordinaten, gefunden und sind der Herleitung der Wellen-
gleichung des Drehimpulses einen grol3en Schritt nAher gekommen.

hdy _ X h dy Ed—l// In diesem Ausdruck stimmt die rechte Gleichungsseite

(75)

Bevor wir nun irgendeine Wellengleichung suchen, betrachten wir im néachsten Kapi-
tel zunachst die physikalischen Eigenschaften des Drehimpulses aus quantenme-
chanischer Sicht.
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7.2.

Bahnquantenzahl des Drehimpulses

Der Betrag des Drehimpulses ist J=I-w, wobei in dieser Formel o die Winkel-
geschwindigkeit und | das Tragheitsmoment des Teilchens ist, das hiermit ein-
gefuhrt wird. Fur ein punktférmiges Teilchen der Masse m, das sich auf einem
Kreis mit Radius r bewegt, ist das Tragheitsmoment definiert als | =m-r?. Da

nach Gl. (69) J=p-r=m-v-r ist, gilt m-v.-r=m-r*-o bzw. v=w-r, womit

sich fur die Winkelgeschwindigkeit der Ausdruck o = v ergibt.
r

Der Drehimpuls eines Teilchens ist grof3, wenn es ein grof3es Tragheitsmoment

besitzt, also eine groRe Masse hat und sich auf einem grol3en Radius bewegt

und seine Winkelgeschwindigkeit ist grol3, wenn es schnell auf seiner Kreisbahn
dJ

umlauft. Die Newton’'sche Gleichung lautet in diesem Fall E: M . Diesen
Ausdruck haben wir schon im Abschnitt vor Gl. 68 kennen gelernt. Wenn dort
7=dt gesetzt wird, geht J in dJ Gber. Wenn fir eine Zeit 7 ein konstantes Dreh-
moment M =F, -r wirkt, so ergibt sich nach GI. (69) J=r-F, -z=r-p,. Aus

Teil I, Gl. (17) und Gl.(17a) kennen wir bereits den Zusammenhang zwischen
2

kinetischer Energie (Exin) und Impuls (p) mit E, =2p—. Da p _J ergibt sich
m r
J? p? |
Ep =— =—|. 76
" 2omr?2 2m (76)

Ei, ist die Umlaufenergie, die ein anfanglich ruhender Korper erhalt. Da

J2 M?%.¢2
20 21

| =m-r? ist, kdnnen schreiben EkIn = (77)

Drehimpuls eines Teilchens

Abbildung 16

Betrachten wir nun nochmals ein Teilchen der Masse m, das sich nur auf einer
Kreisbahn mit Radius r in der xy-Ebene bewegen kann und dessen potenzielle
Energie Uberall null ist, so dass die kinetische Energie gleich der Gesamtener-
gie E=p?/2m ist. In der klassischen Mechanik ist der Drehimpuls um die z-Achse
(die senkrecht auf der xy-Achse steht) J,=rp, so dass wir die Energie J,%/2mr?

schreiben konnten (s. Gl. (76)). Es ist jedoch mr2 gerade das Tragheitsmoment |
2

der Masse, so dass E :‘;—I (s. Gl. (77). Nach der de-Broglie-Relation (s. Teil I,

Gl. (17a) ist p=h/4, und es ergibt sich J, =r- p%. Diese Gleichung zeigt den
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Zusammenhang zwischen der Wellenlange (1) eines Teilchens auf einer Kreis-
bahn und seinem Drehimpuls (J;). Sofern die Wellenlange beliebige Werte an-
nehmen konnte, wirde die Abhangigkeit der Wellenfunktion vom Winkel ¢ etwa
wie in Abb. (17a) aussehen:

Teichen auf einem Ring

@erster

Lion lawi |
Py T H

U

Abbildung 17

Wenn ¢ Uber 2t hinaus ansteigt, verandert sich die Wellenfunktion zwar weiter-
hin periodisch, wirde aber im allgemeinen andere Werte annehmen, als am
selben Punkt bei friheren Umlaufen. Dies bedeutet, dass die Wellenfunktion
am gleichen Ort sich sprunghaft verandert hatte, was nicht akzeptabel ist. Die-
ses Problem kann dadurch gelost werden, dass die Wellenfunktion bei den ein-
zelnen Umlaufen immer wieder dieselben Werte annimmt (s. Abb. (17b)). Damit
die Wellenfunktion diese Bedingung erfillt, muss der Umfang des Kreises (2xr)

ein ganzzahliges Vielfaches (m;) der Wellenlange A sein, also m :ﬁ. Nur

wenn diese Bedingung erfillt ist, treffen sich die Enden der Wellenfunktion nach
einem ganzen Umlauf um den Kreis wieder bei dem gleichen Wert. Uber diese
einsichtige physikalische begrindete Forderung rechtfertigt sich die mathemati-
sche Einfihrung der Bahn-Quantenzahl (m;). Diese kann eine beliebige Zahl
sein, auch null. Der Drehimpuls kann also nur die Werte

hr  hr
J=r=——_

A 2m
Umlauf um die z-Achse im Uhrzeigersinn, negative Werte einem Umlauf im Ge-
genuhrzeigersinn. Es ergeben sich folgende Ausdricke:

-m =m -7 annehmen. Positive Werte von m, entsprechen einem

E=—= — bzw. m =+—F~
TR ho

Damit haben wir die quantenmechanischen Zusammenhange erortert.

(78)
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7.3.

Wellenfunktion des Drehimpulses

Die Schrodinger-Gleichung fur den Impuls eines Teilchens in einer xy- Ebene
(mit V=0) haben wir bereits mit Gl. (41) kennen gelernt. Dort war

7 [dYy dy
2m ( dx* dy®
transformieren wir sie in die Polarkoordinaten x=r-cos¢ und y=r-sing. Aus

der Transformation der kartesischen Variablen in Polarkoordinaten (s. Kapitel
8.1) ergab sich die Gleichung dA=d, -d =r-dg-dr bzw.

J=E~1//. Bevor wir versuchen, diese Gleichung zu l6sen,

dx- dy rd¢ 'édXZ_dyz r2d¢2

(79)

Bezogen auf die kartesischen Koordinaten gilt dr? = dx® +dy®. Wir erhalten
dx” + dy? dx? dy? 1 1 1
dx®-dy® dx®-dy® dx®-dy® dx® dy® r?-d¢’

Umformungen kénnen wir nun die Transformation der Koordinaten vornehmen.

dx2 dy2 r_z d¢2

Uber diese einfachen

(80)

Wir haben hier das Zeichen "V" eingefiihrt. Es steht fur den Nabla-Operator.
Entsprechend ist Vi der Nablaoperator der Wellenfunktion y . Fur eine Ebene

(kartesische x-y-Koordinaten bzw. polare r,¢ -Koordinaten) ist
V= i+i :li Um die Transformation abzuschliel3en, setzen wir Gl.
dx dy) r d¢

(80) in Gl. (41) ein. Die Schrodinger-Gleichung in Polarkoordinaten lautet dann

ot 1 dw

—— =E-y 81

Toam'r) ag? (81)
d’y _ 2IE

Wir schreiben wz—m,2 -, wobei die rechte Seite aus Gl. (78)

dg? h?
stammt. Die normierten allgemeinen Losungen lauten
v (¢) = (—j e (82)
2r

Aus diesen allgemeinen Losungen wahlen wir jetzt die akzeptablen Wellenfunk-
tionen aus, indem wir die einzige Einschrankung machen, dass die Funktion
eindeutig sein soll. Das bedeutet, dass die Wellenfunktionen eine zyklische
Randbedingung erfullen missen und an Punkten, die genau 2 voneinander
entfernt sind, die gleichen Werte annehmen mussen: v - (¢ + 27) = w(¢) . Wenn

wir diese Bedingung auf die allgemeinen Losungen anwenden, so erhalten wir

2
fir auch schreiben w(¢+27)=(-1)"" -w(¢). Die Randbedingung ist erfiillt,
wenn 2m, eine positive oder negative gerade ganze Zahl ist: m=0, +1, +2, ...
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7.4.

Uberprifung des Drehimpulsoperators

Unsere bisherigen Schlussfolgerungen kdénnen wir in einem Satz zusammen-
fassen: Auch die Umlaufenergie ist gequantelt und auf die durch Gl. (78) gege-
benen Werte E = mz -h?121 beschrankt. Die Quantenzahl m; geht quadratisch
in den Energieausdruck ein. Daher ist die Umlaufenergie unabhéngig von der
Richtung des Umlaufs. Weiter haben wir in Gl. (78) gesehen, dass auch der
Drehimpuls gequantelt und auf die Werte J, =m -# beschrankt ist. Nach Gl.
(75) lautet der Operator fir den Drehimpuls jz =r-p, :E(ZI_Z und die Wellen-
[

1/2
funktion nach Gl. (82) y (¢) = (Zij e,
T

Unter Vernachlassigung der Normierungskonstante ergibt sich

3w (9) =?di¢e‘w =i-m -?e‘““’ =m -h-y(g). Somit ist Jy(g)=m h-y(g).

Folglich ist w(¢) Eigenfunktion des Drehimpulsoperators jz zum Eigenwert
m -#. Wenn m; positiv ist, so ist der Drehimpuls positiv (Umlauf im Uhrzeiger-

sinn, von unten betrachtet). Wenn m; negativ ist, so ist der Drehimpuls negativ
(Umlauf entgegen Uhrzeigersinn, von unten betrachtet). Diese Tatsache ist die
Grundlage der Vektordarstellung von Drehimpulsen, in welcher der Betrag des
Drehimpulses durch die Lange eines Pfeils und die Bewegungsrichtung durch
seine Richtung angegeben wird (s. hierzu Kapitel 8.2).

Zuletzt wollen wir nach dem Ort des Teilchens fragen, das sich in einem Zu-
stand mit definiertem Drehimpuls befindet.

Wie ublich bilden wir die Wahrscheinlichkeitsdichte

ORICE H%} “H%j -e”””’} -

Da dieser Ausdruck nicht von ¢ abhangt, ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, das
Teilchen anzutreffen an jeder Stelle seiner Bahn gleich grof3. Sein Ort ist also
vollkommen unbestimmt: Die Kenntnis des Drehimpulses verbietet es, etwas
Uber die Position des Teilchens auszusagen. Winkel und Drehimpuls sind kom-
plementare Observablen. Die Unmdglichkeit, ihre Werte gleichzeitig mit beliebi-
ger Genauigkeit anzugeben ist ein weiteres Beispiel fur die Unscharferelation.
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8. Mathematische Werkzeuge

8.1. Partielle Ableitungen

Neben Funktionen von einer Variablen sind auch Funktionen von mehreren Variab-
len vorstellbar und von Bedeutung. Die Flache Uber einer Ebene ist eine Funktion
von zwei Variablen f(x; y). Die Steigung einer solchen Funktion f(x, y), bezlglich ei-
ner Variablen —die andere wird konstant gehalten- heifl3t partielle Ableitung der Funk-
tion nach der betreffenden Variablen. Geometrisch bedeutet dies die Hohenénderung
eines Punktes P1(x, y) auf der von f(x, y) beschriebenen Flache nach Py(x+dx, y+dy).
Die lokalen Steigungen fur konstantes x bzw. konstantes y sind in ng. Abb. (18) dar-
gestellt.

ﬂ 3

i f;’;{ 'IV

X

Abbildung 18

Man kann aus der partiellen Ableitung ablesen, wie sich die Funktion andert, wenn
sich mehrere Variable um einen infinitesimalen Betrag andern. Andert sich x um dx
und y um dy, so andert sich f um df gemaf3

df _[axjy dXJ{aij dy (83)

Entsprechend dieser Formel ergibt sich die gesuchte Hohenanderung df durch Addi-
tion der beiden Summanden ,Produkt aus der 1.Ableitung der Funktion nach der Va-
riablen x bei konstantem y und Schrittweite dx* und ,Produkt aus der 1.Ableitung der
Funktion nach der Variablen y bei konstantem x und Schrittweite dy“.
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z-Achse

Wenden wir diese Rechenvorschrift auf die Parabel f(x)=x* an. Es ist dann
df = 2x-dx. In der nachfolgenden Abb. 19 wird die Stelle x=8 mit der Schrittwei-
te dx=4 betrachtet.

Parabel

250

f(x)=z=x2

200 -

150

Zahlenbeispiel:
f'(x=8)=2*8=16=dz/
dx

100 -

tang =f =dz/

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Xx-Achse

Abbildung 19

Es ergibt sich die Hohenanderung zu df =2-8-4=64 und die GesamthOhe
z=f(x=8)+df =8°+64=128. Tatsachlich betragt die Gesamthohe aber
z=f(x+dx)=(x+dx)> = (8+4)* =144. Die Abweichung ist 144-128=16. Die-
ses Ergebnis zeigt, dass es sich bei Gl. (80) um eine Naherungsformel handelt.
Diese ist jedoch gut anwendbar, wie die folgende Uberlegung zeigt. Mit der
kleineren Schrittweite dx=1 (anstelle von dx=4) hatte sich eine Abweichung in
der Hohenbestimmung von nur 81-80=1 ergeben. Da die Schrittweite dx je-
doch infinitesimal klein gewahlt werden kann, wird die Abweichung entspre-
chend unendlich klein, also null.

Diese Zusammenhange gelten auch in der y-Richtung, da hier die Variable x in
die Variable y lediglich umzuschreiben ist.

Mit Gl. (80) haben wir einen einfachen Ausdruck gefunden, um die Hohenande-
rung von Funktionen mit mehreren Variablen zu bestimmen.
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8.2. Vektorrechung

Die Koordinaten x=3 und y=2 im kartesischen x-y- Koordinatensystem ge-
ben die Lage des Punktes P(x,y) an. Andererseits beschreibt das Zahlenpaar

auch den Vektorpfeil k , der bei (O; 0) startet und bei (3; 2) endet.

4

A

- (3.2)

=

1 2 3

=¥

Abbildung 20

Die Schreibweise (3,2) bedeutet, dass zuerst 3 Schritte in Richtung der x-Achse

und von dort aus 2 Schritte in Richtung der y-Achse zu gehen ist, um den End-
punkt zu erreichen. Fur einen Vektorpfeil, der in vg. x-y-Ebene durch ein Zah-

lenpaar beschrieben wird, sind die Notationen mit Vektorpfeil k und fettge-
druckt k tblich. Wir wenden hier die Schreibweise mit Komponentendarstellung

~ X . . - . .
Kk :( j an. Analog liegt es im dreidimensionalen Raum nahe, anstelle eines
y

ebenen Koordinatensystems ein kartesisches Koordinatensystem mit drei
Raumachsen x, y und z einzurichten und einen Punkt P im Raum bzw. einen
Vektor vom Ursprung zum Punkt P durch ein Zahlentripel (x, y, z) zu beschrei-
ben.

Geometrische Bedeutung der Kugelkoor dinaten

P(x,x,2) = P(r,@,9)

Abbildung 21
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X
Es ist dann r=| y |, wobei r die LaAnge des Vektors ist. Es entspricht |r| dem
z

Abstand des Punktes P vom Ausgangspunkt (Ursprung) M(x=0, y=0, z=0). Der
Abstand lasst sich mit den Regeln zur Berechnung der Hypothenuse eines

Dreieckes bestimmen. Es ist r =/x* + y* + z° die Lange eines Vektors in drei
Dimensionen.

Einheitsvektor

Wir kdnnen nun an einer beliebigen Stelle x; auf der x-Achse einen Vektor (€ )

platzieren, der in Richtung der x-Achse zeigt. Dieser Vektor hat dann die Kom-
1

ponenten x=x1, y=0 und z=0 bzw. € =| 0|. Damit sich an der Lange der Stre-
0

cke x-0 nichts andert, ordnen wir diesem Vektor den Betrag (also die Lange) ,1“

zu und benennen ihn mit Einheitsvektor.

%= ()

e1=(§)

Abbildung 22

(84)

Mit dieser Schreibweise wird das Produkt |x,|-& aus Skalar (Zahl) |x,| und Vek-

tor € wieder als einen Vektor X, aufgefasst. Dieser neue Vektor hat einen um

das x;-fache hoheren Betrag als der Einheitsvektor. Da sich durch die Erho-
hung des Betrags des Einheitsvektors € dessen Richtung nicht geéndert hat,

zeigt auch der neue Vektor X; in Richtung der x-Achse. Analog gilt y, =y, -€,

und Z, =2z -€,. In Abb. (19) zeigt der Index 1 in x-Richtung, Index 2 in y-
Richtung und Index 3 in z-Richtung.
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Skalarprodukt

Dagegen bezeichnet man die Multiplikation zweier Vektoren als Skalarprodukt.

=

&)

Abbildung 23
Fir die skalare Multiplikation zweier Vektoren gilt die Rechenregel

516 :|aj|b|005a (84a)

Der Name Skalarprodukt rihrt daher, dass dem Produkt der Vektoren a-b ein
Skalar (Zahl: |a|-|o|) zugeordnet wurde. Es wird also kein neuer Vektor gebildet.

Der Winkel ,Null“ bedeutet, dass die Vektoren a und b zusammenfallen. Es
ergibt sich dann &-b =g+ |o|-1. Es gilt in diesem Falle die Rechenregel

b,
b,

&

:a1b1+azb2 (Gl. 85)

Die Definition nach Gl. (84a) ist in Abb. (24) nochmals veranschaulicht.

W

b

AT i x
b iy

Abbildung 24

Hier wurde die Lage der Koordinatenachsen so gewahlt, dass a in Richtung der
x-Achse zeigt, also a=a, -€ ist und b in der x-y-Ebene liegt, also

B:bx-éxjtbyw?:-y ist. In diesem Fall wird nach GIl. (85) das Skalarprodukt

é-B:aX-bx-(éx-éx)+ax-by-(éx-éy). Entsprechend GI. (84a) ist aber

1 (1
€ € =e/-|e]-cosO bzw. € - € =‘0‘ 0‘-1=(1-1+0-0)-1=1 sowie
I _ . |40 L .
&€ =gl ey‘-COSQO bzw. & -8 =| |- L :0=(1-0+0-1)-0=0. Damit wird obige

Ausdruck des Skalarprodukts zu &d-b= a.b.-@Q+a.b, (0 bzw. zu
a-b=|a-b,. Der Abb. (24) ist zu entnehmen, dass b, =b-cosg ist. Daher kann
Seite 45/ 70



man das Skalarprodukt ,geometrisch* schreiben zu &-b =g - o[- cosg. Wenn wir

nun die Vektoren & und b in Einheitsvektoren darstellen ist a=a, -&_ +a, €,

und b=b, -8 +b, -€, . Die ,skalare” Muliplikation dieser Vektoren

a-b=a,-b-(e e =)+a,-b-(e,-e=0+a-b,-(e,-e, =0)+a,-b,-(g-€e =1
filhrt zu a-b =a, -b, +a, -b,, also wieder zur Rechenregel aus Gl. (85).
Vektorprodukt

Man kann jedoch die Multiplikation zweier Vektoren auch so durchfuhren, dass
ein neuer Vektor entsteht. Diese Multiplikationsart nennt man Vektorprodukt
oder Kreuzprodukt.

Abbildung 25

Durch das Vektorprodukt axb (sprich: a kreuz b) entsteht ein neuer Vektor C,
der seinerseits orthogonal) auf der x-y-Ebene steht und als Betrag den Wert
des Flacheninhalts des Parallelogramms hat, das beide Ausgangsvektoren auf-
spannen. Es gilt die Rechenregel

¢=axb=(d|b-sing)-& (Gl. 86)

Hierbei ist & der Einheitsvektor, der senkrecht auf der von & und b festgeleg-
ten Ebene steht und aus ihr bei einer Drehung des ersten Vektors in den zwei-
ten in Form einer Rechtsschraube herauszeigt (siehe auch Abb. (26). Es ist zu
beachten, dass die Drehung auf kirzestem Wege erfolgt. Betrachten wir nun
ein kartesisches Koordinatensystem. Es ist ¢ =90° und sin90=1, womit dieser

a b,
Faktor nicht mehr auftaucht. Fiir zwei beliebige Vektoren a=|a, | und b =| b,
3 b,

berechnet sich der entstehende neue Vektor ¢ gemal der Rechenvorschrift
nach Pierre Sarrus, 1798 - 1861

() (B) (ab) [ a-b-ah, & a b)
=dxb=|a, |x|b, |=|a,b, |=|-(a b;—a,'b) =det e, a, b,| Gl (87)
a b a; b, a-b,-a,-b e, a; b
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Die rechte Glelchungsselte brlngt zum Ausdruck dass der Betrag des Kreuz-

a, b

Matrix J =|2, b,| berechnet werden kann. Wir kénnen diese Aussage bestati-
a; by

gen, wenn wir die Vektoren & und b in Einheitsvektoren darstellen. Es ist dann

d=a € +a, € +a, € bzw. b=b & +b, -€, +b; -€,. Das Vektorprodukt ist

dxb=(a 6 +a, 6 +a,-6)x(b -6 +b, & +b,-&)
=al.bl'(éxxéx)+a2'bl'(éyxéx)+a3'bl'(ézXéx)
+a,-b,- (6, x€)+a, b, (6 x€)+a,-b, (€ x8)
+a1'b3'(éx><éz)+a2 'bB'(éy Xéz)+a3 'b3'(ézxéz)
Es ist darauf zu achten, dass bei einer ,vektoriellen* Multiplikation von Vektoren
(hier der Einheitsvektoren) stets die gleiche Reihenfolge eingehalten wird: Im
vorliegenden Fall wurden die Einheitsvektoren von & stets zuerst notiert. Ent-

sprechend GI. (84) bilden wir nun das Kreuzprodukt fur die Einheitsvektoren,
wobei alle méglichen Kombinationen aufgefihrt werden.

a, b, 1) (1 g 1 1 € -(0-0-0-0) é -0
e x€ =a, |x|b,|=|0|x|0|=|¢ O O|=-¢,-(1-0-0-1)=|-¢,-0(=0
a, b, 0) \O e 0 0 € -(1-0-0-1 € -0
0) (O e 0 0 € -(1-0-0-1 é -0
€ x8€ = 1}[1}:{@ 1 1/=-¢,-(0-0-0-0f=|-€,-0(=0
0) \O e 00 € -(0-1-1.0) €0
0) (O e 0 0 - (0-1-1-0) € 0
€, %86, = O}{O}{éy 0 0|=-¢,-(0-1-1.0)= [ O}O
1) (1 e 11 (0 0-0-0) € -0
1) (O e 1 0 . -(0-0-0-1 € -0
e x€ =0|x|1/=/g 0 1/=-€-(1-0-0-0)= {—éy OJéz
0) \O e 0 0 -(1-1-0-0) e -1
1) (O e 1 0 (01 0-0) € -0
€ x€ =0|x/0|=/¢ O O=—e -(1-1-0-0)|= { 1| =-€,
0) (1 e 01 (10 0-0) €0
0) (O e 00 - (1-1-0-0) €,
€ x€ =/1|x|0|=|¢ 10=—e -(0-1-0-0)| = (é =8,
0) (1 g 0 1 . -(0-0-1-0)
Nun vertauschen wir die Relhenfolge
0) (O e 0 0 . -(0-0-1.1 -1
€, x€ =|0|x|1|=|€ 01=—e -(0-0-1-0) = {é €,
1) (0 g 1 0 .-(0-1-0-0) € -
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0) (1) (& 0 1) |& (0-0-1.0) 8,0

& x8 =|0|x|0|=|8 0 0|=|-8§ (0-0-1.0/=|-& --1|=§,
1) \o) & 1 0) |&-(0.0-0-1) & -0
0) (1) (& 0 1) [6-@10-0-0 (&0

& x8 =|1|x|0|=|§ 1 0|=[g,-(0-0-0-1=|-& -0|=-8
o) \o) \&, 0 o) |g-(0-0-11 & -1

Fur das Vektorprodukt gilt demnach die Rechenregel ax b=-bxa. Diese Re-
gel wird oft auch als Anti-Kommutativgesetz bezeichnet. Dieses Gesetz wird
durch die folgende Grafik veranschaulicht:

Abbildung 26

Die Darstellung macht deutlich, dass sich die Drehrichtung geandert hat. Der
Drehsinn der Schraubenbewegung ist hier durch die Spiralen angedeutet. Da-
mit erhalten wir

dxb=a b (6x8 =0)+a,b (6 x8 =-6,)+a,-b-(§x6E =8)

+a,-b,- (6, x€ =¢6,)+a,-b,-(,xe, =0)+a,-b, - (€,x€, =-€)

+a,-b, (€ x€,=-€)+a,-b,- (6, x€, =€)+a,-b,-(€,x€ =0)

—-a,-b; - +a,-b,-&,. Hieraus ergibt sich
axb=(a,-b-a,-b,) & +(a-b-a-b)&+(a-b-a-h)e  Gl.(88

Gl. (87) zeigt, dass der Betrag des Kreuzproduktes zweier Vektoren auch durch

a, b
die Determinante det(J) einer Jacobi-Matrix J=|2, b,| berechnet werden
a, b,
kann, denn die Berechnung dieser Determinante erfolgt mit der gleichen Re-
chenregel det(J)=(a,-b;—a,-b,)+(a,-b,—a,-b,)+(a, -b,—a,-b). In der Ebe-
ne entfallen die Komponenten der dritten Richtung (Raumrichtung) a, =0 und
b, =0 und GI. (88) wird zu det(J) =(a,-b,—a,-b).
Wir werden von den hier auszugsweise angegebenen Vorschriften zur Vektor-
rechnung bei der Einfihrung der Kugelkoordinaten Gebrauch machen. Auf die

Rechenregeln der Vektoranalysis wird nicht eingegangen, da wir sie fur diesen
Zweck nicht zwingend bendgtigen.
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8.3.

Transformation kartesische Variable in Polar-Koordinaten

Polarkoordinaten

Ly
dA=pdd dp
I-‘ .,dl-l
i O \
—
Abbildung 27
Das Flachenelement dA ergibt sich Gber dA=dB-dp. Hierbei ist dB die Lange
des Bogensegments und dp die RadiusvergréRerung. Somit ist dB = 2zp- 32?)0,

wobei d¢ die Winkelangabe in Grad bedeutet. Durch Multiplikation von d¢ mit
271360° ergibt sich d¢ in Rad und wir erhalten den Ausdruck

dA= 2. 92 360°
360° 27
Mit p=r ergibt sich das Flachenelement fur Polarkoordinaten zu
dA=r-dg-dr/| (89)

Dieses Flachenelement fur Polarkoordinaten ist adaquat zum Flachenelement
fur kartesische Koordinaten mit dA = dx-dy. Zwar haben beide Flachenelemen-
te unterschiedliche geometrische Bedeutung und Groél3e, jedoch wird dieser Un-
terschied durch die entsprechende Wahl der Integrationsgrenzen beriicksichtigt
und damit eliminiert. Daher kénnen beide Flachenelemente gleich gesetzt wer-
den. Es gilt also dA=d, -d =r-dg-dr bzw.

(90)

dg

Im folgenden wird eine allgemein gultige Methode gezeigt, wie sich das Fla-
chenelement in einem Intergral beim Ubergang von einem zu einem anderen
Koordinatensystem berechnet. Da hier nur das Prinzip angedeutet werden soll,
beschranken wir uns auf zwei Raumdimensionen. Das Schema am Ende ist al-
lerdings auf beliebige Raumdimensionen Ubertragbar.
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u

Abbildung 28

Das von der gestrichelten Linie umrundete Gebiet R ist von einer Familie von
Kurven mit u=const. und v=const. Uberdeckt. Das Integral (I) einer auf diesem

Gebiet definierten Funktion von zwei Variablen f(x,y) ist | = ”f(x, y)-dx-dy.
Wollen wir dieses Intergral in neuen Koordinaten als Funktion f(x,y) ausfih-
ren, so mussen nicht nur die neuen Koordinaten u=u(x,y) und v=v(x,y) als
Funktion f(x,y) ausgedrickt werden, auch das Flachenelement in kartesi-
schen Koordinaten dA,, = dx-dy muss umgerechnet werden.

Die Verbindung zwischen dA, =dx-dy und dA, kann man erkennen, wenn

man das uv-Gitter in Abb. 28 betrachtet. Das Parallelogramm KLMN ist das
Flachenelement in den neuen Koordinaten. Entlang der Verbindungslinie K-L ist
v Konstant und u andert sich, aber auch die Werte der kartesischen Koordina-

ten andern sich und man erhalt x_ —x, = AX :?-du, wobei hier f =x ist.
u
Ein ahnlicher Ausdruck ist uns mit Gl. (83) bereits bekannt. Dort war

df :[wj -dx=dz die Hohenanderung (dz) der Funktion f(x,y) wenn
X
y

sich x um dx &ndert und y konstant bleibt. Analog dazu bedeutet ?-du die An-
u

derung der x- Koordinate, wenn sich u um du andert. Diesen kleinen Weg K-N
kann man auch durch einen aus drei Komponenten bestehenden Vektor

dx, = [%-du,ﬂ-dv,oj darstellen.
ou ou

Entsprechend ist entlang des Weges K-N die neue Variable u konstant und die-

se Wegstrecke kénnen wir durch den Vektor dx, = (%-dv,%-dv,oj darstellen.

Die beiden Vektoren spannen das Parallelogramm KLMN auf, dessen Flachen-
inhalt dA,, sich durch den Betrag des Vektorproduktes wie folgt ausdrticken

lasst:
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dA,, = [dx, x dx,| = YooY Z gy = | XYY X gy baw
ov ou v ou ov ou ov
dA, =2V gy av.
o(u,v)

Der letzte Ausdruck wiederum ist proportional zur Determinante det(J) der 2x2
X%y

Jacobi-Matrix J = g;l( g; _Esistalso dA,, = det(J)-du-dv.
v ov

Carl Jacobi, 1804 - 1851

Damit wird unser Intergral

I_”f(x y)-dx-dy = ” x(u V), y(u, v) ‘ (.y) -du-dv. Hieraus erhalten wir

\ol/sW = dx- dy = det(J)-du-dv =dA, (91)

Dies ist die allgemein gtiltige Rechenvorschrift zum Transformieren von Koordi-
naten.
Um nun z. B. das Flachenelement dx-dy in Polarkoordinaten umzurechnen,

muss zuerst eine Zuordnung der zu transformierenden Koordinaten getroffen
werden, d. h., es mussen die Polarkoordinaten r und ¢ den Koordinaten u und

v zugeordnet werden.

Anhand Abb. 28 ist die Koordinate u = rund v = ¢ zuzuordnen. Es geht natir-
lich auch umgekehrt, jedoch bedeutet letzteres eine Vertauschung der Variab-
len in der Matrix, so dass gemald den Rechenregeln die sich dann ergebende
Determinante mit einem negativen Vorzeichen zu versehen ist. Es ergibt sich
dann das gleiche Ergebnis.

Dann muss in jedem Fall als nachstes det(J) berechnet werden. Hierbei ist g_x
u

die Ableitung der Funktion x=r-cos¢ nach r, weil fir u der Radius r eingesetzt
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wurde. Damit muss ? die Ableitung der Funktion y=r-sing nach ¢ sein, weil
Vv

fur v der Winkel ¢ eingesetzt wurde.

Es ergibt sich %=w:cos¢ und %:m:—r-simﬁ sowie
ou or ov o¢
oy _or-Sng) gy ung Y90S sy
ou or ov 0¢
X Oy

cos sn
Somit ist det(J) = det| U U |- 4 9 =r-cos?g+r-sin’g=r.
X0y | \-r-sing r-cosg
oV oV

Mit du=dr und dv =dg¢ ergibt sich aus Gl. (91) der Ausdruck dx-dy=r-dr-dg,
den wir aus GlI. (90) bereits kennen.

Seite 52/ 70



Umlauf in drei Dimensionen

Transformation kartesische Koordinaten in Kugelkoordinaten

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass zur Herleitung einer Wellenfunkti-
on mit Kugelkoordinaten fir den Gesamtdrehimpuls eines Teilchens, das auf

-2
einer Kugeloberflache umlauft, der Ausdruck ‘fo‘ von kartesischen Variablen

in Kugelkoordinaten zu transformieren ist. Hierbei ist r der Ortsvektor in drei
Dimensionen und V der Nablaoperator-Vektor in drei Dimensionen.

Im zweiten Abschnitt wird dann diese Berechnung explizit durchgefihrt.

bestimmt. Hierauf aufbauend wurde in Gl. (21), Uber das Rechenmodell ,,Tell-
chen in_einem elndlmenS|onaIen Kasten“, die Schrédinger-Gleichung

n? d’y(x)

2m  dx?
des Energieniveaus in Bertihrung gekommen

+Vo -y (X) = E w(x)=entwickelt Hierbei sind wir mit dem Begriff

Dann hatten wir fur ein Teilchen, das sich in einer x-y-Ebene frei bewegen
kann, Uber das Rechenmodell ,Teilchen in einem zweidimensionalen Kasten*,
analog zum vorhergehenden Modell, da die beiden Koordinaten gleichberech-

2 2 2
tigt sind, in Gl. (41) die Schrodinger- Glelchung —h— [d v, d ‘/’j: Ey/ als An-

dx®>  dy®

satz gewahlt.

Danach wurde ein Teilchen betrachtet, das in einer x-y-Ebene auf einer Kreis-
bahn umlauft. Wir hatten hierfir in Gl. (70) den Drehimpulsoperator

-y Ch//) hergeleitet, den wir mit wenigen Umformun-

Jy=r =—
:zl// Py (Oly ™

gen in Gl. (75) in Polarkoordinaten zu jz =r-p, = transformierten. Hier-

aus erhielten wir in Gl. (81) die Schrodinger-Gleichun

bel das Zeichen V elngefuhrt wurde, das fur den ;,Nabla -Operator* steht

V(// dw+dw 1 dl//
dx dy r d¢

d2w+d2l//j:i_d2w§
2

dx*  dy? e

Entsprechend gilt fur die zweite Ableitung sz// =( 7 dg

und A der Laplace-Operator ist.
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Pierre Laplace, 1749 - 1827

An dieser Stelle empfiehlt es sich, auf eine wichtige Rechenregel fur das Quad-
rieren von Operatoren hinzuweisen, die wir spater noch brauchen werden.

Aus Gl. (11) zxy: =i’k*A-€* +i°k?B-e™ =i’k* -y =k’ erhielten wir fur die

d’y

zweite Ableitung der Wellenfunktion den Ausdruck — =—k? -y, wobei sich
X

k:;p aus Gl. (14) f)l//=iﬁ-ik~l//= p-y  ergab.

Wenn wir nun diesen Ausdruck aus Gl. (14) in vg. Gl. (11) einsetzen, so erhal-

2 2 12 2 2
ten wir zfz—%-c//:?- p®-w bzw. —2(3 ‘f = p®-w, und wir kdénnen fiir
X [ X
den Operator des Impulsquadrats schreiben
o W d?
Py ="y s =Py (91a).

Wenn wir jedoch Gl. (14) quadrieren, so ergibt sich die Schreibweise:

ﬁzw:[ﬁ?j—wj(ﬁ?j—wj Offensichtlich darf nun dieser Ausdruck nicht als
i dx i dx

2
ﬁzw:%-((?j—w-c;—wj berechnet werden. Zu berechnen ist nach Gl. (91a)
[ X dx
., h® d(dy , . .
p :7-& O ) Diese beim Quadrieren des Impulsoperators anzuwenden-
[

de Vorgehensweise bringt zum Ausdruck, dass auf den fir py sich ergeben-

den Ausdruck dy dy die Rechenregel d(dy anzuwenden ist. Diese
dx dx dx\ dx

hier leicht einzusehende Rechenregel gilt allgemein fir die Multiplikation von
Operatoren. Wir haben Sie bereits in Gl. (18) bei der Kommutatorberechnung
des Orts- und Impulsoperators angewendet. Wir merken uns daher, dass in sol-
chen Fallen zunachst der durch Multiplikation sich ergebende Ausdruck aufzu-
schreiben und als nachstes, anstelle der Multiplikation, der gesamte Term, der
rechts neben der ersten Ableitungsvorschrift steht, zu differenzieren ist. Diese
Methode wird uns in GI. (111a) wieder begegnen.
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2 2
Analog schreiben wir fur die x,y-Ebene p°y =h—-(d LA d l/zlj Mit V, =0 wird

. hZ d2 d2 d2 2
Gl. (41) zu pzty:i—z'[dXVZ/Jr dyfj:—h2~ LA V;J:Zm-Emw//(x,y).

Wir erweitern diese Gleichung noch mit r? und erhalten zusammen mit Gl. (75)

2 2
r2-f)zz,y:Jzza//:rz-—hz-(le/;+c;7yzjj:r2-2m£km-1,//:2IE-1//. Es ist also

jzzw = 2IE -y und damit nach Division durch —#?
_ jzzl// _ 2 .[dzl// N dzt//j_ d’y  2mr?

_dy e 92
02 A A (92)

Damit ist klar, dass das Quadrat des Drehimpulsoperators in die Schroédinger-
Gleichung eingeht.

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir jetzt unsere Uberlegungen weiterfiih-
ren und ein Teilchen betrachten, das sich frei auf der Oberflache einer Kugel
bewegen kann. Da diese Bewegung in drei Dimensionen als ,Umlauf‘ um den
Atomkern den Elektronen zukommt, ist dieses Rechenmodell geeignet, die
Realitat abzubilden. Bevor wir jedoch hier fortfahren, empfiehlt es sich fir die
Behandlung dieses Umlaufs das Kugel-Koordinatensystem einfuhren. Die
Transformation von kartesischen Variablen zu Kugelkoordinaten erfordert je-
doch einiges mehr an Rechenaufwand, als die Transformation in Polarkoordina-
ten. Aufbauend auf den mathematischen Werkzeugen (Kapitel 8) wird der Re-
chengang ausfuhrlich erlautert. Wenn wir diese umfangreiche Transformations-
rechnung hinter uns haben, sind die wesentlichen Grundlagen geschaffen, um
die guantenmechanischen Berechnungen zum Wasserstoffatom zu verstehen.

Wir beginnen also mit der geometrischen Bedeutung der Kugelkoordinaten, die
in der folgenden Abbildung dargestellt ist (vgl. Abb. 21).
G eom etrische Bedeutung der Kugelkoordinaten

z |

;Zygx

P(x,x,z) = P(r,p,9)

Abbildung 29
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. Da zudem x=a-cosg und a’=x?+y?,
ist a®>=a”-cos’p+y* bzw. y*=a’-a’*-cos’p. Mit cos’p=1-sin¢ ergibt
sich y* =a®—-a®-(1-sin’p) bzw. y=a-sing.

Da r®=a”+z* bzw. a®*=r?-7" ist, ergibt sich hieraus der Ausdruck
2=r?2_-r?.cos’ 3. Mit cos? $=1-sin?¢ erhalten wir a’=r?—-r?.(1-sin’*9)

wir | X=r-sing-cosg| bzw. |y =r-sing-sing|. Wir kdnnen also schreiben:

X r-sing-cosg
r=ly|=|r-sng-sing (93)
z I - cosY

Wir werden diese Transformationsformel auf den Drehimpuls anwenden. Die
Lage der Koordinaten ist in ng. Abbildung nochmals veranschaulicht.

}' F{xy.z)
rocos ..I-’;

i

| r sip b sim @

¢z 0 |_|.|:.,lf|r"__:_.’-',-'I'P'1."-_:\\}\Hr M“:H_ ,-"I e
P S .

et

Abbildung 30

Der in Gl. (69) aus den Ansatzen der klassischen Mechanik hergeleitete Aus-
druck fur den Drehimpuls J, =r-p, =x-p,-Yy-p, eines Teilchens der Masse
(m) auf einem Ring mit Radius r in der x-y- Ebene ergibt sich auch, wenn wir
den Drehimpuls als Vektor J, mit dem Betrag J, =Fx p, =F x(m-V) auffas-
sen, der senkrecht auf der Ebene der Bewegung steht. Es ist dann 1 der Orts-

X

X
vektor 1 = [
y

der Umlaufebene.

j und p der Impulsvektor r"):( Jdes rotierenden Teilchens in

Py

Drehimpuls eines Teilchens als Vektor

Abbildung 31

Seite 56 / 70



Die Lange des Vektors gibt den Betrag des Drehimpulses an. Fir einen Beob-
achter, der in Richtung des Vektors blickt, erfolgt die Bewegung des Teilchens
im Uhrzeigersinn (siehe hierzu auch Abb. 15 und 29).

Aus den GIl. (87 und 88) der Vektorrechnung kennen wir den Ausdruck

= X X . - N 3y .

J, :[ }{E j: X-p, — Y- p,. Aufgrund dieser Ubereinstimmung konnen wir
y y

fur die Transformationsrechnung die Regeln der Vektorrechnung anwenden. Da

wir den Drehimpuls eines Teilchens suchen, das sich in drei Dimensionen be-

wegt, tritt zu den x-y-Achsen noch die z-Achse hinzu. Wir schreiben daher

(=T

o) (xp) |vp—zp)| (3
X py = ypy =_(X'pz_z‘px)= y (94)
P.) \zp.) [(xpy=y-PJ)| \J:)

<

N < X
<y

Damit liegen uns alle Drehimpulskomponenten vor. Die Komponente jz steht in
der 3.Zeile und ist uns bereits bekannt.

Geometrisch bedeutet dieses Ergebnis nichts anderes als Vertauschen (Dre-
hen) der Koordinatenachsen. Die Drehrichtung ist unerheblich. Bei Drehung im
Uhrzeigersinn mit Blick von oben auf die Umlaufebene ergibt sich entsprechend
Abb. (29) aus der urspriinglichen z-Achse die neue x-Achse, aus der urspring-
lichen y-Achse die neue z-Achse und aus der urspriinglichen x-Achse die neue
y-Achse. Da die Umlaufebene zeichnerisch an der gleichen Stelle belassen
wurde, bewegt sich das Teilchen auf einer Kreisbahn nun in der neuen z-y-
Ebene, und der Drehimpulsvektor zeigt in die neue x-Richtung. Es ergibt sich
entsprechend aus urspringlich J, =x-p,-y-p, nun J, =y-p,-2z-p,.

Werden die Koordinaten ein weiteres Mal vertauscht, so wird aus der urspring-
lichen z-Achse die neue y-Achse, aus der urspringlichen y-Achse die neue x-
Achse und aus der urspriinglichen x-Achse die neue z-Achse. Das Teilchen
lauft also auf der neuen z-x-Ebene um, und der Drehimpulsvektor zeigt in Rich-
tung der neuen y-Achse. Es ergibt sich entsprechend aus urspringlich
J,=x-p,~y-p, hun J =z-p, —Xx-p,. Mit dieser einfachen Uberlegung ha-

ben wir wiederum bestatigt, dass der Drehimpuls als Vektorprodukt aus Orts-
und Impulsvektor aufgefasst werden kann.

Folglich ergibt sich aus unserem Ausgangspunkt in Gl. (70) fur den Drehim-

pulsoperator jz =r-p =_E-(x-i— y-di) eines auf der x-y-Ebene umlaufen-
[ X

dy
den Teilchens der Ausdruck

(95)

Hierbei ist V = dieri und 17 = (XJ Beide Ausdriicke sind uns schon mehrfach
X ay y

begegnet. Durch Einsetzen in Gl. (95) erhalten wir
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~ h (x1) (d/dx) &
J, =— X -—.
i \y-1) (d/dy) i

Ausgangsgleichung ergibt.

d/d
X X :_ﬁ.(x-i—y-i), womit sich wieder die
y d/ | dx dy

Der Vorteil der Schreibweise nach Gl. (95) liegt in der pragnanten Kirze, erfor-
dert jedoch Kenntnisse aus der Vektorrechnung. Es wird sich noch zeigen, dass
es sich lohnt diese hier einzusetzen, denn gerade mit der vektoriellen Darstel-
lung des Drehimpulses gelingt der Ubergang von kartesischen Variablen zu
Kugelkoordinaten auf elegantem Wege.

Analog gilt J, =_E~I_"><V natirlich auch fir den Umlauf in drei Dimensionen. Es
[

tritt dann zu den x-y-Achsen noch die z-Achse hinzu. Ausmultiplizieren fihrt

wieder zu Gl. (94).

Wir wollen noch einmal kurz auf den Nablaoperator in Gl. (95) zurickkommen.
Aus Gl. (84) wissen wir, dass aus der Multiplikation des Betrags einer Zahl mit
dem Einheitsvektor ein neuer Vektor mit gleicher Richtung entsteht. Dort ergab

sich z. B. |x/-&, = %,. Analog dazu kénnen wir auch den Nablaoperator als Vek-
tor darstellen. Es ist dann, z. B. fur die x-Achse, V:di und es ergibt sich
X

\Y =|V|~éx. In gleicher Weise kdnnen wir mit der y- und z-Achse verfahren. So-
mit erhalten wir den Ausdruck

d
dz

d ~
— -eé 96
™ z (96)

_ d| _
€ +|—|- € +
‘W ’

Der Gesamt-Drehimpuls bei Umlauf Gber eine Kugeloberflache ist also

F=" ey (97)
|

Nach Gl. (92) geht das Drehimpulsquadrat in die Wellengleichung ein. Da wir
die Wellenfunktion des Gesamt-Drehimpulses in Kugelkoordinaten suchen,
missen wir Gl. (97) quadrieren. Somit lautet die in Kugelkoordinaten darzustel-
lende Formel

72

Aufgrund der pragnanten Schreibweise und der nicht alltaglichen Aufgabe, ein
Kreuzprodukt zu quadrieren zu mussen, werden die Gl. (97) und GI. (98) auch
auf der Titelseite erwahnt. Nunmehr ist die weitere Aufgabenstellung Kklar. Es ist

—~ |2
der Ausdruck ‘va‘ in Kugelkoordinaten darzustellen und in die Wellenglei-

chung nach Gl. (92) als A® einzusetzen. Daher wurde auf diesen Aufgabe
schon in der Einleitung zu diesem Kapitel Bezug genommen. Im folgenden Ka-
pitel wird nun die Berechnung explizit durchgefuhrt.
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9.2.
9.2.1.

Durchfihrung der Koordinatentransformation

Herleitung einer allgemein gultigen Transformationsformel

Die Transformation von einem kartesischen Koordinatensystem (x,y,z) in
ein allgemeines krummliniges Koordinatensystem ist gegeben durch

T =x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w) | (99)

Die Anderung dr als Folge einer kleinen Anderung du,dv,dw ergibt sich als

Anderung aus der partiellen Ableitung der Funktion 7 mit den unabh&ngigen

Variablen u,v,w zu

dfza—r-du+a—r-dv+a—r-dw (100)
ou ov ow

Jede dieser Anderungen liegt in Richtung der neuen Einheitsvektoren
e,,e,,e, entsprechend der folgenden Abbildung. Es ist sofort zu erkennen,

dass sich mit jeder Anderung einer Koordinate sofort auch Punkt P ver-
schiebt, womit sich die Richtung des zugehdrigen Einheitsvektors &ndert.

Abbildung 32
Die Einheitsvektoren im neuen System lassen sich schreiben als

(101)

Da die Ausdriicke fur die Ableitungen nicht Null sind, mussten Normierungs-
funktionen eingefuhrt werden, damit auch die neuen Einheitsvektoren defini-
tionsgemald mit Betrag ,Eins" erhalten bleiben. Es ist daher

N, =ou/éF N,=ov/éF N, =ow/or (102)

Aus Gl. (101) erhalten wir den Ausdruck or/ou=¢,/N, sowie or /ov=¢,/N,
und or/ow=_¢, /N, . Diese setzen wir in Gl. (100) ein und erhalten

zZ

o =

CZ ‘C('Dx

-du+i-dv+|;li-dwé (104)

\% w
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9.2.2.

Die Anderung einer beliebigen Funktion ® mit drei unabhangigen Variablen
(u,v,w) ergibt sich analog zu GlI. (100) tber die partielle Ableitung zu

00 =2 i+ P v+ 2w (105)
ou ov ow

Diesen Ausdruck formen wir nun um. Da sich bei der skalaren Multiplikation
der Einheitsvektoren €,-€, =1 sowie €,6-€ =1 und &, €, =1 ergibt, kdnnen
wir Gl. (105) entsprechend erweitern und schreiben

db =§, -, -ai)-du+év -8, -ai)-dv+éW -8, -ai)-dw. Diesen Ausdruck erwei-
ou ov ow
tern wir nun noch mit den Normierungsfunktionen aus Gl. (102) und erhalten

s . du o (8- oo |8, oD
do = : Nu 'Nu'éu.__'_ Nv 'Nv'é\/._+ NW .NW.éW._'
. ou _ oV N ow

:dru :drv :drw

Sinn dieser Erweiterungen ist es, die einzelnen Ausdriicke zu bereits be-
kannten Ausdricken umzuformen. Da die nun entstandenen Ausdriicke in
den jeweiligen runden Klammern nach Gl. (104) Komponenten sind, die dr
zugehoren, lautet die Transformationsformel:

— — 106
dr S ou (106)

Zur Verdeutlichung der bestehenden Zusammenhange fiihren wir noch eine
kleine Nebenrechnung durch, indem wir die Ausdriicke der Normierungsfunk-
tionen einsetzen. Es ergibt sich

a0 _ou , o0 v o 0D ow . 0D

=S Tt & Tt &
dar or ou or ov or oW
0D 0D 0D

=— 8 +—8+—8,=VO
or " or & or S
Der Ausdruck auf der rechten Seite ist adaquat zu GIl. (96). Somit ist
o, dg
Vo=—.
Ve dr

Transformationsrechnung in Kugelkoordinaten
Fahren wir nun die Transformationsrechnung explizit durch.

u—r X(u,v,w) (r-sing-cosp
Wir transformieren v— 9. Esistdann I =| y(u,v,w) |=| r-sin$-sing
W= z(u,v,w) r-cosg |

Als erstes bestimmen wir die drei Normierungsfunktionen. Es ist

o sin$-cosg
1=N, 'a_r: N, -| sing-sing
r
cosg
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oF COS$ - Cosp
1=N, S N, -|r|-| cosg-sing | und
09 :
-sing
o sng-—sing
1= N¢-—r=N¢-|r|- sing-cosg
op 0

Damit wir besser rechnen kénnen quadrieren wir zunachst und es ergibt sich
1=N,?-(sin?9-cos’ p +sin> 9-sin’ g+ cos’ 9) - N, =1
1=N,?-r?-(cos? 9-cos®  +cos? §-sin® p +sin” 9) > N, -1

r

1
r-sing

1= N(pz-rz-(sin29-3in2¢+sin29-c052¢+0)—> N, =

Diese Normierungsergebnisse setzen wir nun in Gl. (106) ein und erhalten

fur die Funktion r entsprechend der vg. Zuordnungsvorschrift fir die Koordi-
natentransformation

ﬁza_r.1.§r+a_r.i.§9+a_r. 1 é (107)
or 09| r dp| r-sing *

Da in Kugelkoordinaten der Vektor i ausschlief3lich in r-Richtung zeigt, gilt

F=|r|-&+0-8+0-8, (108)

g2
Nun kénnen wir Gl. (107) und GI. (108) in GI. (98) also in —‘]—2 = ‘Fxﬂz =A%,
h

einsetzen und einen weiteren Schritt der Berechnung ausfihren. Es ergibt
sich

Fo el re)x]e Py 9 gL O
== er)x(e“ o g % reng agoj

e xeyr-Li@xe)tli@xe) .9
i e T My a9 T r.sing 0

01

Analog zu € x& =0 istauch € x¢€
analog zu € x&, =¢€, istauch € x&, =€, und
analog zu €, x€, =€, istauch & x€, =-e,. Somit erhalten wir

j:_ﬁ.(rxﬁ)=_ﬁ. 8 .i_é‘g._i.i
i i (7 09 sing og

(108)

Wir stellen fest, dass dieser Ausdruck fir den Drehimpulsoperator-Vektor
nur noch die Winkelkoordinaten enthéalt. Da sich das Teilchen auf der Ober-
flache einer Kugel bewegen soll, ist ja der Radius konstant, und die Differen-
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tiationen nach r verschwinden. Damit haben wir ein wichtiges Zwischener-
gebnis erzielt.

Zum besseren Verstandnis der Rechenmethode wird hier noch eine kleine
Nebenrechnung ausgefuhrt, um den Drehimpulsoperator-Vektor an-
zugeben. Dazu mussen wir die Ausdrucke far €, und fur €, bestimmen.

Die allgemeine Form ist uns aus Gl. (101) bereits bekannt. Es ergibt sich

o L r-sng-—sing —sing
-n & _ r-sing-cose |[=| cosg (209)
% =N ago r-sing 0 0

1 I -CoS$- cosg C0S$ - Cosp

. r . :

eQ:Ng-—:?- r-cosg-sing |=| cosd-sing (110)
r-—sing —-sing

Wir setzen nun diese Ausdriicke in GI. (106) ein und erhalten

0 1 0
—Sing-— —CcosY- COS(p _—
09 ng op
= h 0 1 0
J=—- cosp-——Cc0s$-Snp-——-—
[ 09 sng op
02 4sng. Lt .2
sng og
—sin(p-ﬁ—cotlskcosw-i
09 op J
- n d . d 2
J=—:| cosp-——cot3-sInp-— |=|J 111
i Py Y0 |7 (1)
o 5
Op

Dies ist der Ausdruck fir den Drehimpulsoperator-Vektor.

Nach dieser kleinen Nebenrechnung fahren wir mit der Transformationsrech-
nung fort.

Wir erinnern uns nochmals, dass nach Gl. (92) das Quadrat des Drehimpuls-
operator-Vektors in die Wellengleichung eingeht. Wir quadrieren daher den in
Gl. (108) stehenden Ausdruck. Es ginge auch Gl. (109) zu quadrieren, jedoch
sind aufgrund der Vektorrechnung einige Vereinfachungen maglich, die uns
den Rechengang erleichtern werden. Es wird diese Multiplikation als Ska-
larprodukt der Vektoren gebildet. Es ergibt sich

2 2
‘Jz:('ﬁj .(rxﬁ).(rxﬁ):(zj |8 .i_ég.i.i g, .i_ég._i.i
i i 7 08 sing op 09 sing op
Bevor wir nun die rechte Gleichungsseite ausmultiplizieren, erinnern wir uns
an die Rechenmethode zur Bestimmung des Operators fir das Impulsquad-

rat Py in Gl. (91a). Dem entsprechend schreiben wir zunachst den Aus-
druck so hin, wie er sich aus der Multiplikation ergibt.
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2|l " 89 ° snd dp

2| . 1 o . o

sing dp * 09
1 o0 . 1 o
+€ —— — 86— —
sing o

(111a)

Dann schreiben wir diesen Ausdruck so um, dass anstelle der Multiplikation
der gesamte Term, der rechts neben der ersten Ableitungsvorschrift steht,
differenziert wird.

7 o8 " 09
. Jd(. 1 o0
_e(p._ eS__
h? 09 sng ogp
iZ .1 a(a aJ
_elg.._._ ego._
sing o 04

- 1 0. 1 0
+€ —— |6 ——
sing o sing o

(111b)

Nunmehr ist das Multiplikationszeichen entfallen. Stattdessen wurden die
kleinen runden Klammern geschrieben. Diese Schreibweise soll zum Aus-
druck bringen, dass auf den durch Quadrieren sich ergebenden Ausdruck in
Gl. (111a) die Rechenvorschrift der Gl. (111b) anzuwenden ist. Daher darf
die Reihenfolge der einzelnen Ausdriicke auch nicht durcheinander gehen.

Entsprechend dieser Vorgehensweise haben wir nun einen Ausdruck vor
uns, der sich aus vier Termen zusammensetzt, die nochmals abzuleiten sind.

Term 1 ableiten nach 03 gemal’ +¢g, -%(é(p %}

Wir beachten die Produktregel. Es ist

oe 2

u=¢e bzw. u',=—2~ und v=i bzw. V', = o0los) _ o 5
v 09 09 09 09

o€, 0 0?

Es ergibt sich also & -(u'v+u-v)=6 -—>-—+8& -8 - .
J ’ ( ) 08 08 7 7 99

5 0 —sing) (—sing sin’g

Da %éq, =/0|=0und €&, -, =| cosp |-| cosp |= cos’ ¢ |=1 ist, erhalten

0 0 0 0
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Term 2 ableiten nach 03 gemall —¢€, aﬁg(é 9i9'ai]:
@

Hier ist die mehrfache Produktregel zu beachten. Es ist

u==¢, bzw. u'9=ai und v=_L bzw. v'gzM und zudem w=—
09 sing 09 op
_0(0/09)
09

Es ergibt sich also

bzw. w,

& 1 o . . oWsng & . . 1 00lop)

e (UV W+U-V'W+U-V- W) w'ﬁ'@'a—ew'eg'T'a—ew'eg's_nlg PY:

. —gng) (—sing-cose sing-sing-cose
Da é(p-@i;: cos¢ |-| —sing-sing |=| —cosg-sing-sing |=0 und
0 —COoSY 0
—Sng) (cosd-cose —Sing-CcosY - cose
€, € =| cosp |-| cosd-sng |=|+cosp-cosd-sing | =0, entfallt Term 2.
0 -sing 0

Term 3 ableiten nach d¢p gemal —¢€,- L i(é i)
sng op 04

Hier beachten wir die Produktregel. Es ist

o8
u=8&, bzw. u,=—" und v=i bzw. v'q,:w. Es ergibt sich also
op 09 op
, N 1 08 & 1 _ 80/09)
_elg.__.(u.v+u.v)=_e8._—._.__elg. - .e(/).
sing sng J¢p 09 sing op
< —CoS@) (C0sd-cose —C0S9-cos’ ¢
Da ég-a‘”: —sing |-| cos@-sing |=| —cos3-sin® ¢ |=—-cosI und
0 -sing 0
—Sing) (cosd-cose —Sing-CcosY - cose
€, € =| Ccosp || cosd-sing |=|+cosgp-cosd-sing | =0 ist.
0 -sing 0
Wir erhalten daher fir Term 3 den Ausdruck-—ﬂ- 0 =+cot9- i
. sng 09 09|
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Term 4 ableiten nach dp gemald +§g, ii €, ii :
sing og sing og

Auch hier beachten wir die mehrfache Produktregel. Es ist

u==¢, bzw. u' :a& und v=——— bzw. v'(/,:M und zudem w:i
°" dp sing o9 0
2
bzw. W' = o0/ 09) = 0 > - Es ergibt sich also
op op
+é9-_i-(u'-v-w+u-v'-w+u-v-W):é
sing
. 1 o 1 o . 1 _ oWsng o . 1 . 1 9%
=€, — . -— ——+ €y - — € - ——+ €y - — €y - — . >
sng Jd¢p sSing O sing op op sing sng op
C0S$-cosp ) (—cosd-sing —cos® §-cosg-sing
Da ég-aiégz cos$-sing |-| cos9-cosp |=| cos’3-sing-cosp |=0 und
4 —sing 0 0
_ cos$-cosg) (cosd-cosp) (cos®§-cos’ @
o(@/sing) L . . 2 o 2
——— =0 sowie &,-€, =| cos$-Sing |-| cos$-Sing |=| cos”¢-sin“¢ |=1
op . : 5
-sing -sing sin®
. - 1 87
ist, erhalten wir fur Term 4 den Ausdruck +———.
- sin" ¢ dp°

Wir fassen nun die obigen Terme zusammen und erhalten die Gleichung:

52 g2, 0? Lp.0088 o 1 0
09° sng 09 sn*9 op°

j. Wir wenden nun noch auf den

2
Ausdruck 0 5 +09—S‘9-i die Umkehrung der Produktregel an und erhal-
09 sSng 09
ten _L~i(sinl9-i). Diese ,Umkehrung“ kénnen wir leicht zuriick rech-
sng 09 09

nen, indem wir hier u=sing und v:% einsetzen und dann die Produktre-

gel erneut anwenden.
Damit ergibt sich endlich der gesuchte Ausdruck.

J? 1 o, . 0 1 02
——= __._(gng._)+ — 5
h sng 084 08 sn° 9 op

(112)

Diese Gleichung zeigt das Quadrat des Drehimpulsoperators in Darstellung

2
mit Kugelkoordinaten. Es ist also nach Gl. (98) —;—Zz‘rxﬂz =A” bzw.
2
A = _i-i(sin&iﬂ 12 : ‘92 (113)
sng 09 0% sn“9% Jdp
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2 12
2;an Eey—- ‘];12‘” . Somit ist ent-

Nach dem rechten Teil der Gl. (92) gilt —
sprechend Gl. (98)

g2 2mr?
é—h—;//:Azl//:— B (114)

Gl. (114) zeigt, wie A” eingeht. Wir stellen nun diese Formel um und erhalten
fur die Umlaufbewegung eines Teilchens m uber eine Kugeloberflache die
gesuchte Schrédinger-Gleichung

Nach Gl.(114) gilt also folgende Transformationsformel

d% d%w 1 d% 1
(dxz o) e T MY (116)

- v
KartesischeKoordinaten ~ Polarkoordinaten ~ Kugelkoordinaten

Dieser letzte Ausdruck zeigt nun das mit Hilfe des Quadrats des Drehimpul-
ses gewonnene Ergebnis unserer Koordinaten-Transformationen. Nach die-
ser umfangreichen Transformationsrechnung sind wir nun in der Lage, die
Kugelflachenfunktionen zu bestimmen.
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10. Kugelflachenfunktionen

1 1
Wenn man den Ausdruck A*=|— —(SI —) aus Gl.
sin 9 04 sn?g ago

(113) in Gl. (115) -—%-r—-Azw = E-l//5 einsetzt, kdnnte man versucht sein zu

erschrecken. Zum Gliuck kann aber der dann entstehende Ausdruck

1 @ 1@
e ety CLL —) =E-l//g (117)
2m r° (sing 09 sn’9 op*

ohne Probleme vereinfacht werden. Aul3erdem ist auf der Oberflache der Kugel
das Potenzial V, =0 und wurde daher in Gl. (115) nicht mehr aufgefihrt.

Wie wir bereits festgestellt haben, ist Gl. (117) eine partielle Differentialglei-
chung in den beiden Winkelkoordinaten ¢ und ¢, die sich in zwei einfache Dif-

ferentialgleichungen separieren lassen. Wir schreiben also
Z | (118)
Hierbei soll die Funktion ® nur eine Funktion von ¢ und die Funktion @ nur

eine Funktion von ¢ sein. Durch Einsetzen von A%y = A*(®-0©) in Gl. (117)
entsprechend der gleichen Vorgehensweise wie bei Gl.(42) erhalten wir

2
A2 (D-©) = i 2 (sin G))+ 9 ) _2E ¢.0). wir dividieren
ng 09 0% sSn“ 9 op h
nun beide Seiten durch @-®. Damit ergibt sich der Ausdruck
1 ® o0 ,. C) a ) 21E 1
= .= (dn ) =" (®-0)——
®-0 sng 09 89 ®-0 sn’9 op? h -0
2 2
11 0 ng @0 L 1 O 2B g 00 20
® sing 09 08 @ sn’9 op° h? o 09
und erweitern mit sin® 9 kénnen wir schreiben
[ﬁ 9 (sng.0)+2 j— 2IE gn2 g (119)
® 09 h

Der erste Term ist jetzt nur noch eine Funktion von ¢ und der zweite Term
hangt nur noch von ¢ ab. Wir argumentieren auch hier wie bei Gl. (42) um zu

beweisen, dass der zweite Term gleich einer Konstante sein muss. Wir be-
zeichnen die Konstante mit m,2. Die Separation ist somit gegluckt, und wir er-

halten nach wenigen Umformungen die beiden folgenden einfachen Differenti-
alglelchungen die jetzt zu I6sen sind:

(120)
Nach Erweitern der Gl. (119) mit ® ergibt sich

sm3 a o 21E
O — - —(sng-0' =—— sin®9-0. Mit ®''=— -@ qilt
[ 08 2 sng-0)+ CD} L M0 g
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2IE-sinzlsl-@:O und nach Division durch

2
. . -®
S|n,9-i(sml9-®')—m' O+ —
09 @ h

sin® ¢ erhalten wir

2
1 5( N9 @_@J 2E. M o0 (121)
sng 69 09) | n? sn’g

Gl. (120) qilt fur in Teilchen auf einem Ring. Die zyklischen Randbedingungen
sind ebenfalls identisch, so dass wir analog zu Gl. (82) die Losung hier direkt
angeben kdénnen geman

1/2
Dy ()= (%J -eim"/’émit m = 0+1+2,... (122)

Da die Quantenzahl m aber jetzt auch der zweiten Differentialgleichung Gl.

(121) auftaucht, missen wir darauf achten, ob sich durch die Randbedingungen
fur ® eine Einschrankung der erlaubten Werte fir m ergibt.

Die Differentialgleichung Gl. (121) wurde von Mathematikern ausgiebig unter-

21E

sucht. Durch die Substitution & =cos$ und ( 1+ = 2 J bringen wir sie in

die Standardschreibweise, wobei | eine dimensionslose Zahl ist, die sich bald
als Quantenzahl entpuppen wird. Es gilt i:a—é i:—sin19-i. Damit wird
0% 09 o0& o0&

aus der Differentialgleichung GlI. (121)

2
L.i(gng.@}{zm_ m ]-@:0 der Ausdruck

sng 09 04 h? sn?9

1 0 m?
——.—sn%-—|sn%--sng +|1- I+1 2 =0 bzw.
sng o0& 9

2
_a _sinz,g-a—@) + I-(I+1)— .m,z =0 und hieraus
o0& o0& sin‘ 4

2

5( sn2 9. Z_?J{L(Hl)_ il j=o. Mit —sin?9 = —(L-cos® 9)=—(1- £?)

o& sin? 9
erhalten wir
0 Cam e @) [ e -
ag( (1-£2) ag}[' (E . 2] 0. Da gilt
o 00 a(1—§2)_a® 1 0(0010&) 1 0’0 20
ag(( 5)a§j T ( 5)85 565
erhalten wir schlie3lich den Ausdruck
s) 20 5 %0 m oo
(1 £?) o 2¢.9 ¥ [ (1+1)- = 2] (a_oé (123)
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Diese Gleichung ist in dieser Schreibweise als assoziierte Legendre - Glei-
chung bekannt (da sie zu einer anderen Gleichung gehoért, die ebenfalls Le-
gendres Namen tragt).

iWAdrien Legendre, 1752 - 1833

Sie besitzt unter zwei Bedingungen Lésungen die eindeutig sind und nicht un-
endlich werden: 1. 1 =0,12,... und 2. |m,|£|. Akzeptable Lésungen existieren

also nur fir nichtnegative ganzzahlige Werte von |, und der Betrag der Quan-
tenzahl m darf nicht gréRer sein als | (dies ist bereits die erwahnte Einschran-

kung des Wertebereichs von m). Wenn diese Bedingungen erflllt sind, dann
sind die Funktionen ©, die wir dann besser mit ®, = bezeichnen, die assozi-

ierten Legendre-Polynome. Sie kdnnen durch Sinus- und Cosinus- Funktio-
nen ausgedruckt werden. Man bezeichnet sie als Kugelflachen-Funktionen.
Die mathematische Herleitung dieser Funktionen ist hier nicht angegeben.

Einige Funktionen Y, , ., , sind in ng. Tabelle aufgefuhrt.

! m Yim (s.0)
0 0 (1/ 4z)"

1 0 (3/4x)"* - cos9

1 +1 (3/87)"%-sing-e*”

2 0 (5/167)2 - (3-cos® 9-1)

2 +1 (15/87)'%-cosg-sing-€*

2 +2 (15/327)"% -sin? 9. €7

3 0 (7/167)"2 - (5c0s° 9 - 3cos9)

3 +1 (21/647)"?-(5c0s? 9 —1)sin 9-€*'*
3 +2 (105/327)"% -sin? 9-cos & -e**
3 +3 (35/647)" -sin® 9.7
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Die Amplituden an verschiedenen Punkten der Kugeloberflache sind in Abb.
(33) schematisch dargestellt.

."='|,IT.',:0

=2 m=0 =2 Iml=1

Abbildung 33

Die Abbildung zeigt die Wahrscheinlichkeitsdichten fur ein Teilchen auf einer
Kugeloberflache. Die Zahl der Knoten (Nulldurchgange der Wellenfunktion)
wachst mit steigendem |, ihre Lage wird durch m festgelegt.

2
Die Energie eines Teilchens kann die Werte E=1-(| +1)-Z—I mit | =012,... an-

nehmen. Die Energie ist quantisiert und hangt nicht von m ab. Da es 2 +1
Wellenfunktionen zu jedem Wert von | gibt (eine fur jedes m), ist das Energie-
niveau mit der Quantenzahl | gerade (2| +1)-fach entartet. Entsprechend ist der

Drehimpuls gequantelt und auf die Werte J=1-(1+2)"?.2 mit |1 =022,...be-
schrankt.

Zum Schluss

Damit schlieBen wir Teil 2 ,Einfache Anwendungen der Schrddinger- Glei-
chung“ ab. Es wurden die Grundkenntnisse dargelegt, um nunmehr tiefer in die
Quantenmechanik einzusteigen.

In einem eigenen Teil lll waren nun weiterfihrende quantenmechanische Be-
rechnungen zum Wasserstoffatom in Gestalt der Herleitung der Wellenfunkti-
on des Wasserstoffatoms an der Reihe. Die Literatur bietet hier eine Vielzahl
von zum Eigenstudium geeigneter Artikel. Aus diesem Grund wird an auf diese
Literatur verwiesen. Es ist dort zu sehen, dass sich die Quantenmechanik re-
gelmafig durch einen grofen Rechenaufwand auszeichnet, der nur bei geub-
tem Umgang mit den Werkzeugen der héheren Mathematik sicher bewaltigt
werden kann.
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