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In diesem Ausdruck ist nur noch die Radialwellenfunktion )( xR selbst die zu su-
chende Unbekannte. Alle anderen Ausdrücke konnten geklärt werden. Damit bewe-
gen wir uns ab hier im Gebiete der reinen Mathematik und die nächste Aufgabe lau-
tet: Wie ist diese Differentialgleichung zu lösen?  
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Vorwort 
Bei der hier vorgelegten Arbeit handelt es sich im Hinblick auf den Erkenntnisstand 
von Wissenschaft und Fortschritt zweifellos um eher „niedrige“ Arbeiten. Dennoch sei 
ein Vorwort gestattet und die Arbeit DEM gewidmet, der in ng. Botschaft zu uns 
spricht.  
 
Auszug aus der Botschaft Jesu vom 14.08.2007 in Dozulé: 
...„Es ist die Dekadenz, in die der Mensch durch seinen Ungehorsam gegenüber Gott 
gefallen ist und an die katastrophalen Konsequenzen dieses Ungehorsams. Gott zu 
folgen ist unerlässlich, weil es eine Wahrheit des Lebens ist. 
Wir gehören Gott, weil er unsere Freiheit so wie auch unser Leben, ist. Wir können 
nur in seiner Freiheit leben. Jede Freiheit hat gegenüber dem Staat, der Familie und 
dem Land ihre Rechte. Jede Freiheit hat aber auch eine Verpflichtung: die Freiheit 
des Andern zu achten. Und all diese Prinzipien sind in einem einzigen Gesetz zu-
sammengefasst: Im ersten Gebot Gottes: 
„Du sollst deinen alleinigen und einzigen Gott lieben aus deinem ganzen Herzen, aus 
deiner ganzen Seele und mit allen deinen Kräften und deinen Nächsten wie dich 
selbst. Dies ist das Gesetz der Liebe.“...  
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Einleitung 
Diese Unterlage richtet sich an Schüler des Gymnasiums, die Interesse an naturwis-
senschaftlichen Fächern haben und später vielleicht Mathematik und Physik studie-
ren wollen.  
Mathematik ist die eigentliche Sprache der Physik. In dieser Sprache werden die Ge-
setzmäßigkeiten und Theorien formuliert.  
In diesem Teil III wird im Nachgang zu den Kugelflächenfunktionen die radiale Wel-
lengleichung für wasserstoffähnliche Atome, das sind alle Atome mit einem Elektron 
in dem Orbital wie H, He+, Li++, hergeleitet. Die Herleitung erfolgt durch Erledigung 
der sich auf diesem Wege stellenden einzelnen Aufgaben. Sukzessive wird Baustein 
um Baustein erarbeitet. Dabei wird auf Nachvollziehbarkeit größten Wert gelegt. Des-
halb werden die Herleitungen ausführlich angegeben. Zudem kommt nur mathemati-
sches Rüstzeug zur Anwendung, das dem gymnasialen Schulniveau entspricht.  
Insoweit ist zu hoffen, dass möglichst viele junge Menschen vor den naturwissen-
schaftlichen Fächern wie Physik und Mathematik und auch vor der Anwendung der 
Quantenmechanik nicht zurückschrecken, sondern mit Freude dem Studium eines 
solchen Faches entgegen sehen.  
 
Wir beginnen unsere Überlegungen mit der in Teil II auf Seite 66, Gl.(115) aufgeführ-
ten Schrödinger-Gleichung für die Bewegung eines Teilchens auf einer Kugeloberflä-
che mit konstantem Radius und der potenziellen Energie 0=potV . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Literatur: 
Der in diesem Teil II beschrittene Weg zum Einstieg in die QM wurde aus dem Lehr-
buch „Physikalische Chemie“, 2.Auflage 1996, von Peter W. Atkins, ISBN 3-527-
29275-6, VCH- Verlagsgesellschaft mbH, Weinheim, übernommen.  
Zudem wurde das Physiklehrbuch „Experimentalphysik 3“, 3.Auflage 2005 von Pro-
fessor Wolfgang Demtröder, ISBN 3-540-21473, Springerverlag verwendet.  
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1. Wellengleichung für ein Teilchen mit Rotation auf 
konstantem Radius  
In Teil 2, Seite 66, Gl.(115) ergab sich für die Rotation eines Teilchens der 
Masse m in drei Dimensionen ( )zyxr ,,=  auf einer Kugeloberfläche mit 

constr =  und dem Potenzial 0=V  für die Schrödinger-Gleichung in Kugel-

Koordinaten der Ausdruck Ψ⋅=ΨΛ⋅⋅− E
rm

2
2

2 1
2
h . Hierbei bedeuten E die 

Gesamtenergie, die bei 0=V  die kinetische Energie darstellt, eben die Rota-
tionsenergie. Wir haben aus diesem Ausdruck mit Gl.(113), Teil II, Seite 65 
die Winkelkoordinaten ϑ  und ϕ  separiert, wobei mit dem Produktansatz 

)()(),( ϑϕϕϑ Θ⋅Φ=Ψ  diese Separation gelang. Als Lösung ergab sich 

ϕ
π

ϕ ime−⋅





=Φ

2/1

2
1)(  mit m als sogen. magnetischer Quantenzahl, und es 

ergaben sich die Kugelflächen - Funktionen gemäß )(ϑΘ .  

Für die nun anstehenden weiterführenden quantenmechanischen Berech-
nungen wollen wir als Ausgangsgleichung vg. Gl.(115) aus Teil II verwenden, 
wobei wir diesen Ausdruck um 0)( ≠= rVV  ergänzen, denn es soll in den 
nun anstehenden weiterführenden quantenmechanischen Berechnungen V 
ein kugelsymmetrisches Potenzial sein, in dem sich das Teilchen bewegen 
kann. Es ergibt sich daher  

(1)... Ψ⋅=Ψ⋅+ΨΛ⋅⋅− EV
rm

2
2

2 1
2
h  

Dieser Ausdruck ist identisch mit vg. Gl.(115) aus Teil II, wenn als potenzielle 
Energie V=0 gesetzt wird, was wir ja dort auch taten.  
Damit haben wir –ohne lange zu rechnen- unsere Ausgleichgangsgleichung 
bereits gefunden. Sie hat eine ganz analoge Form zu Gl.(34), Teil I, Seite 36. 
Dort ergab sich für ein Teilchen, das sich in einem konstanten Potenzial V 

auf der x-Koordinate bewegt der Ausdruck: ψψψ ⋅=⋅+⋅− gesEV
dx
d

m 2

22

2
h . 

Damit starten wir also unsere Überlegungen von bekanntem Gebiet aus.  

Allerdings ergab sich der Operator 2Λ  in Gl.(1) zwar für ein Teilchen der 
Masse m, das eine Bewegung in drei Dimensionen ausführt -nämlich die Ro-
tation auf einer Kugeloberfläche, also eine Rotation um einen Mittelpunkt-, 
jedoch erfolgte diese Rotation auf konstantem Radius r, so dass wegen 

constr =  alle Differentiationen nach r verschwanden (siehe Teil II, Seite 61). 

Wir können aber nur dann die quantenmechanischen Berechnungen verall-
gemeinern bzw. weiterführen, wenn wir r nicht mehr als Konstante, sondern 
als Variable behandeln. Daher muss der Operator 2Λ  noch um einen zusätz-
lichen Term ergänzt werden. Damit ergibt sich schon unsere nächste Aufga-
be, nämlich bestimmen eines Operators, der eine Radiusvariation ermöglicht.  
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2. Kugelkoordinaten-Operator eines Teilchens mit Rota-
tion auf variablem Radius 
Hierzu greifen wir zurück auf die in Teil II, Seite 61 in Gl.(107) und Gl.(108) 
angegebenen Operatoren, aus denen wir später 2Λ  herleiteten. Es ist  
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Da in Kugelkoordinaten der Vektor rr  ausschließlich in r-Richtung zeigt, gilt  

(3)... ϕϑ eeerr r
rrrr

⋅+⋅+⋅= 00  

Da r nunmehr als Variable behandelt wird, ist zu berücksichtigen, dass sich 
der Nabla-Operator ∇

r
 der Wellenfunktion Ψ  der Gl.(2) nicht mehr nur auf 

)(Ψ
∂
∂
r

 sondern auch auf das im Ausdruck für den Basisvektor der Gl.(3) im-

plizit enthaltene rr  bezieht. Es ist also 

(4)... ( )Ψ⋅⋅
∂
∂

=Ψ∇ rr e
r

r1  

Der Index r des Nabla-Operators soll hier anzeigen, dass der Operator sich 
auf die Radiusvariation bezieht. Da wir den Laplace-Operator 2∇  der Wellen-
funktion Ψ  suchen, benötigen wir die zweite Ableitung. Diese ist 
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Nach erfolgter Änderung des Radius rr  soll die Rotation auf geändertem, a-
ber nun wieder als konstant anzusehenden neuen Radius erfolgen. Es kann 
dann die für den Kugelkoordinaten-Operator 22

, Λ≡Λ ϕϑ  gefundene Lösung, 
s. Teil II, Seite 65, Gl.(113), beibehalten werden. Allerdings tritt der Radius-
Operator r∇  als zusätzlicher Term zu 2Λ  auf. Es gilt also:  

(6)... ΨΛ+Ψ∇=Ψ∇ 222
r  

Zum besseren Verständnis des Laplace-Operators für die Radiusvariation 
2

r∇  werden im folgenden Abschnitt verschiedene Schreibweisen gezeigt.  

Aus Gl.(5) ergibt sich:  
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Die Richtigkeit von Gl.(8) kann man leicht nachprüfen, in dem man die Ablei-

tung 
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r
2  ausführt. Es ergibt sich dann der in der Zeile über Gl.(8) 

stehende Ausdruck. Damit können wir uns später den passenden Operator 
aussuchen. Zunächst rechnen wir mit dem Ausdruck in Gl.(8) weiter. 
 
Einsetzen von Gl.(8) in Gl.(1) ergibt  
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Damit haben wir eine analoge Form zu Gl.(1) erreicht. Dies ist insoweit 
durchaus nicht unwichtig, als dass wir uns noch auf bekanntem Gebiet be-
wegen, es hat sich lediglich der Operator der Wellenfunktion Ψ∇2  geändert, 
der nunmehr lautet:  
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Nun gehen wir einen kleinen Schritt weiter und multiplizieren den Faktor 2
1
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in den Operator-Ausdruck hinein. Dieser lautet dann  
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Nun verwenden wir den Operatorausdruck aus Gl.(5) und schreiben  

(9)... ( )
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Damit haben wir unsere erste Aufgabe erfüllt. Wir haben einen Operator in 
Kugelkoordinaten formuliert, der eine Radiusvariation zulässt. Somit lautet 
die Schrödinger-Gleichung  

(10)... [ ] Ψ⋅=Ψ⋅+Ψ∇⋅− EV
m

2
2

2
h

 

Wir stellen fest, dass sich an der Form der Schrödinger-Gleichung weiterhin 
noch nichts geändert hat. Damit ist diese Gleichung analog zur Wellenglei-
chung eines Teilchens im Potenzial V und der Gesamtenergie E, das wir be-
reits aus Teil I, Gl.(34), Seite 36 aus der Bewegung eines Teilchen in einem 
kastenförmigen Potenzial kennen.  

Die Ausdrücke in Gl.(9) und (10) sind nun unsere Ausgangsgleichung für die 
sich nun stellende dritte Aufgabe, die wir im nächsten Kapitel angehen, näm-
lich: Wie lautet der Operator für ein Zwei-Teilchensystem.  
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3. Operator für die Bewegung zweier Teilchen 
Unsere bisherigen Untersuchungen befassten sich mit einem Teilchen der 
Masse m, das sich in einem Potenzial wie „Kasten“ oder „harmonische 
Schwingung“ befindet. Entsprechend gilt Gl.(10) auch nur für ein Teilchen.  
Das Wasserstoffatom besteht aber bekanntlich aus zwei Teilchen, einen ein-
fach elektrisch positiven Kern (Proton) und einem einfach elektrisch negativ 
geladenen Elektron, das sich in dem den Kern umgebenden Orbital aufhält. 
Da nun zwei Teilchen auftreten (Index 1 steht für das 1.Teilchen, Index 2 für 
das 2. Teilchen) bzw. zu betrachten sind, dürfen wir schreiben: 
 

(11)... Ψ⋅=Ψ⋅+Ψ∇⋅−Ψ∇⋅− EV
mm

2
2

2

2
2

1
1

2

22
hh  

 
Dies ist schon die Schrödinger-Gleichung für ein Wasserstoffatom. Dabei 
bedeuten m1 die Masse des Elektrons, m2 die Masse des Atomkerns, V das 
zwischen Kern und Elektron herrschende Potenzial (sogen. Coulomb-
Potenzial).  
Allerdings können wir mit dieser Gleichung so nichts anfangen, da sich jeder 
der beiden Operatoren 2

1∇  und 2
2∇  auf sein eigenes Koordinatensystem 

bezieht, eben auf das des zugehörigen Teilchens, wir kommen ja von der 
mathematischen Betrachtung eines Ein-Teilchensystems.  
Beide Koordinaten sind von einander unabhängig. Daher bewirkt der Lapla-
ce-Operator 2

1∇  eine Differentiation nach den Elektronkoordinaten und der 

Laplace-Operator 2
2∇  eine Differentiation nach den Kernkoordinaten.  

Damit stehen schon die nächsten beiden Aufgaben an, nämlich Herleitung 
des Coulomb-Potenzials und Einführung eines Koordinatensystems, das 
zugleich für Elektron und Kern gilt, sozusagen Einführung eines „Atom-
Koordinatensystems“.  
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4.  Einführung eines Atom-Koordinatensystems 
In diesem Kapitel wollen wir die Bewegung des Elektrons und des Atomkerns 
in die Bewegung des Schwerpunkts (S) und die Relativbewegung der beiden 
m1, m2, Teilchen zueinander auftrennen. Es ergibt sich dann zum einen die 
Bewegung des Schwerpunkts als die Bewegung des Atoms als Ganzes, wo-
bei diese Bewegung hier nicht weiter von Interesse ist und zum andern die 
Relativbewegung der beiden Teilchen zueinander, also die Bewegung von 
Elektron und Kern in einem gemeinsamen Koordinatensystem, wobei diese 
Relativbewegung genau das ist, was wir weiterverfolgen wollen.  
Wir benötigen also für die Relativbewegung ein für beide Teilchen gültiges 
Koordinatensystem. Dazu verwenden wir folgende Geometrie:  
 

 
Dabei ist 

),,( ZYXR  Abstand des Ursprungs des Atom-Koordinatensystems 
zum Schwerpunkt der Verbindungslinie zwischen m1, m2.  

),,( 1111 zyxr   Abstand des Ursprungs des Atom-Koordinatensystems 
zum Teilchen m1 

),,( 2222 zyxr   Abstand des Ursprungs des Atom-Koordinatensystems 
zum Teilchen m2 

21 rrr rrr
−=  Abstand der beiden Teilchen m1, m2 zueinander 

Es ist 

(12)... 2211 rmrmMR rrr
⋅+⋅=⋅  und 21 mmM +=  
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Damit haben wir die Koordinaten des Schwerpunkts (S) mit großen Buchsta-
ben ),,( ZYXR , die der beiden Teilchen mit ),,( 1111 zyxr  und ),,( 2222 zyxr  
mit kleinen Buchstaben und den Abstand ),,(21 zyxrrr =−=

rrr  ebenfalls mit 
kleinen Buchstaben bezeichnet. Nun führen wir die Koordinaten zusammen. 
Aus 21 mmM +=  ergibt sich nach Division durch M:  

M
m

M
m 121 +=  und nach Multiplikation mit r  

r
M
mr

M
mr ⋅+⋅= 12  bzw. mit Einführung von R 

Rr
M
mr

M
mRr −⋅+⋅+= 12  und hieraus mit 21 rrr rrr

−=  

Rr
M
mr

M
mRrrr −⋅+⋅+=−= 12

21
rr . Somit ist 









⋅−−⋅+=− r

M
m

Rr
M
m

Rrr 12
21
rr  

Daher gilt: 

(13)... r
M
mRr ⋅+= 2

1
r

 und 

(14)... r
M
mRr ⋅−= 1

2
r

 

Um Gl.(11) in den Koordinaten rr  und R
r

 schreiben zu können, müssen wir 
zunächst die Differentiation einer Funktion )( 1xΨ  durchführen, wobei x1 eine 
Funktion von X und x ist. Hierzu ergibt sich aus Gl.(13):  

),(1 xXfx = .  

Da wird also die Ableitung )(' 1xΨ  suchen und x1 die innere Funktion von Ψ  
ist, gilt die Kettenregel der Differentiation. Wäre z.B. x1 nur eine Funktion von 
X gemäß )(1 Xfx = , so würde gelten  

111 x
X

XX
X

xx ∂
∂

⋅
∂
Ψ∂

=
∂
∂

⋅
∂
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=
∂

Ψ∂  

Oder wäre x1 nur eine Funktion von x gemäß )(1 xfx = , so würde gelten 

111 x
x

xx
x

xx ∂
∂

⋅
∂
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=
∂
∂

⋅
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Ψ∂
=

∂
Ψ∂  

Da x1 aber eine Funktion von X und von x ist, gilt entsprechend der Additi-
onsvorschrift für partielle Ableitungen:  

(15)...
111 x
x

xx
X

Xx ∂
∂

⋅
∂
Ψ∂

+
∂
∂

⋅
∂
Ψ∂

=
∂
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Mit diesem Differentialquotienten führen wir nun unsere Berechnungen wei-
ter, wobei wir der Einfachheit halber nur die X- und x-Koordinaten betrachten. 
Aus Gl.(12) ergibt sich nach Division durch M: 

(16)... ( ) 2
2

1
1,, r

M
mr

M
mZYXR rrr

⋅+⋅=  

Damit erhalten wir aus Gl.(16) folgenden Ausdruck für die Koordinate X: 

(17)... 2
2

1
1 x

M
mx

M
mX ⋅+⋅=  und damit 

M
m

M
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x
X 11

1
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∂
∂  

Aus (18)... 21 rrr rrr
−=  folgt für die Koordinate x:  

(19)... 21 xxx −=  und damit 101
1

=+=
∂
∂
x
x  

Wir können daher Gl.(15) wie folgt darstellen: 
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Entsprechend diesem Schema führen wir nun die 2.Ableitung durch. Es ist: 
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



∂
Ψ∂

∂
∂

=  

1

1

1

1
2

1

2

x
x

xXM
m

xx
X

xXM
m

Xx ∂
∂

⋅







∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅







∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

⋅
∂
∂

=
∂

Ψ∂  

Es ist 
M
m

x
X 1

1
=

∂
∂  und es ist 1

1
=

∂
∂
x
x . Damit erhalten wir 

1111
2

1

2
⋅








∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

⋅
∂
∂

+⋅







∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

⋅
∂
∂

=
∂

Ψ∂
xXM

m
xM

m
xXM

m
Xx

 

2

22
1

2
1

2

2

2

2
1

xXxM
m

xXM
m

XM

m

∂

Ψ∂
+

∂⋅∂
Ψ∂

⋅+
∂⋅∂

Ψ∂
⋅+

∂

Ψ∂
⋅=  

(21)... 2
12

22
1

2

2

2

2
1

2
1

2 2
∇=

∂

Ψ∂
+

∂⋅∂
Ψ∂

⋅+
∂

Ψ∂
⋅=

∂

Ψ∂

xxXM
m

XM
m

x
 

Damit haben wir den Operator für das 1. Teilchen, hier das Elektron, für die 

X- und x-Koordinate ermittelt. Analog dazu ist nun 
2

2

2

x∂

Ψ∂  zu berechnen. 
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Auch hier betrachten wir nur die Koordinaten X und x. Entsprechend Gl.(17) 

gilt 
M
m

M
m

x
X 22

2
0 =+=

∂
∂  und entsprechend Gl.(19) 110

2
−=−=

∂
∂
x
x   

Analog zu Gl.(15) ergibt sich 
222 x
x

xx
X

Xx ∂
∂

⋅
∂
Ψ∂

+
∂
∂

⋅
∂
Ψ∂

=
∂

Ψ∂  und es ergibt sich 

analog zu Gl.(20)  

(22)...
xXM

m
x ∂

Ψ∂
⋅−

∂
Ψ∂

⋅=
∂

Ψ∂ 12

2
 

Wieder in analoger Vorgehensweise zu x1 ergibt sich für die 2.Ableitung 
nach x2: 

2

2

2

2
2

2

2

x
x

xXM
m

xx
X

xXM
m

Xx ∂
∂

⋅







∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅







∂
Ψ∂

−
∂
Ψ∂

⋅
∂
∂

=
∂

Ψ∂  

( )1222 −⋅







∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

⋅
∂
∂

+⋅







∂
Ψ∂

−
∂
Ψ∂

⋅
∂
∂

=
xXM

m
xM

m
xXM

m
X

 

(23)... 2
22

22
2

2

2

2

2
2

2
2

2 2
∇=

∂

Ψ∂
+

∂⋅∂
Ψ∂

⋅−
∂

Ψ∂
⋅=

∂

Ψ∂

xxXM
m

XM

m

x
 

Analoge Ausdrücke erhält man für 
2

1

2

y∂

Ψ∂  und 
2

1

2

z∂

Ψ∂  sowie 
2

2

2

y∂

Ψ∂  und 
2

2

2

z∂

Ψ∂ , . 

womit ),,( 1111 zyxr  und ),,( 2222 zyxr  in Abhängigkeit von X und x festliegen. 

Nun können wir 2
1∇  und 2

2∇  für die Koordinaten X und x in Gl.(11) gemäß 

Ψ⋅=Ψ⋅+Ψ∇⋅−Ψ∇⋅− EV
mm

2
2

2

2
2

1
1

2

22
hh  einsetzen. Es ergibt sich: 

Ψ⋅=Ψ⋅+
∂

Ψ∂
⋅−

∂

Ψ∂
⋅− EV

xmxm 2
2

2

2

2

2
1

2

1

2

22
hh  

...
2

2 2

22
1

2

2

2

2
1

1

2
−















∂

Ψ∂
+

∂⋅∂
Ψ∂

⋅+
∂

Ψ∂
⋅⋅−

xxXM
m

XM

m
m
h  

Ψ⋅=Ψ⋅+














∂

Ψ∂
+

∂⋅∂
Ψ∂

⋅−
∂

Ψ∂
⋅⋅− EV

xxXM
m

XM

m
m 2

22
2

2

2

2

2
2

2

2 2
2

... h  

...
2

2
22 2

2

1

22
1

1

2

2

2

2

2
1

1

2
−

∂

Ψ∂
⋅−

∂⋅∂
Ψ∂

⋅⋅−
∂

Ψ∂
⋅⋅−

xmxXM
m

mXM

m
m

hhh  

Ψ⋅=Ψ⋅+
∂

Ψ∂
⋅−

∂⋅∂
Ψ∂

⋅⋅+
∂

Ψ∂
⋅⋅− EV

xmxXM
m

mXM

m
m 2

2

2

22
2

2

2

2

2

2

2
2

2

2

2
2

22
... hhh  

Wie zu sehen heben sich die Mischterme gerade heraus und wir erhalten 
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...
22 2

2

1

2

2

2

2
1

2
−

∂

Ψ∂
⋅−

∂

Ψ∂
⋅⋅−

xmXM

m hh  

Ψ⋅=Ψ⋅+
∂

Ψ∂
⋅−

∂

Ψ∂
⋅⋅− EV

xmXM

m
2

2

2

2

2

2

2
2

2

22
... hh  

( ) Ψ⋅=Ψ⋅+
∂

Ψ∂
⋅⋅−

∂

Ψ∂
⋅⋅−

∂

Ψ∂
⋅+⋅− EV

xm
m

mxm
m

mX
mm

M 2

2

1

1

2

2

2

2

2

2

1

2

2

2
212

2

222
hhh  

( ) Ψ⋅=Ψ⋅+
∂

Ψ∂
⋅⋅−

∂

Ψ∂
⋅⋅−

∂

Ψ∂
⋅+⋅− EV

xm
m

mxm
m

mX
mm

M 2

2

1

1

2

2

2

2

2

2

1

2

2

2
212

2

222
hhh  

Mit 21 mmM +=  ergibt sich für die X- und x-Koordinate: 

( ) ( )
Ψ⋅=Ψ⋅+

∂

Ψ∂
⋅

⋅
+

⋅−
∂

Ψ∂
⋅⋅− EV

xmm
mm

X
M

M 2

2

21

21
2

2

2

2

2

22
hh  

(24)... Ψ⋅=Ψ⋅+
∂

Ψ∂
⋅−

∂

Ψ∂
⋅− EV

rRM 2

22

2

22

22 µ
hh  

Hierbei ist 
21

21
mm
mm

+
⋅

=µ die sogen. reduzierte Masse ( 1m  bzw. em  für Masse 

Elektron und 2m  für Masse Proton). Da 12 4
.. mfachem >>−

π
ϕα , gilt: 

(24a)...
emmmmmm

mm 11111

12121

21 ≡≅+=
⋅
+

=
µ

  

Es wird nun Gl.(24) durch die Koordinaten ( ) RZYX =,,  und ( ) rzyx =,,  aus-
gedrückt. Es wird also r1, r2 in ),( 21 rrΨ  nunmehr durch die Koordinaten R 

und r gemäß ),( rRΨ  ausgedrückt, wobei nach Gl.(13) r
M
mRr ⋅+= 2

1
r  gilt und 

nach Gl.(14)... r
M
mRr ⋅−= 1

2
r .  

Wie zu sehen, haben wir mit Gl.(24) weiterhin eine uns bekannte Form der 
Schrödinger-Gleichung vor uns, die allerdings noch sowohl die Koordinaten 
für die Schwerpunktsbewegung als auch die Koordinaten für die Relativbe-
wegung enthält.  

Also lautet die nächste Aufgabe: Separieren bzw. Trennen beider Bewegun-
gen.  
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5. Abtrennung der „inner-atomaren“ Bewegung  
Wir wollen nun die Schwerpunktbewegung, also die Bewegung des Atoms 
als Ganzes von der Relativbewegung, also der „inner-atomaren“ Bewegung 
der beiden Teilchen Elektron und Kern von einander separieren. Hierzu ver-
suchen wir den gleichen Lösungsweg wie bei den Kugelflächenfunktionen (s. 
Teil II, Gl.(118), Seite 167) und verwenden wieder einen Produktansatz, hier:  

( ) )()(, RgrfrR ⋅=Ψ  und schreiben dazu in Kurzform gf ⋅=Ψ . Damit können 
wir Gl.(24) wie folgt schreiben: 

(24b)... ( ) ( ) ( ) ( )RrRrRrRr gfEgfVgf
r

gf
RM

⋅⋅=⋅⋅+⋅
∂

∂
⋅−⋅

∂

∂
⋅−

2

22

2

22

22 µ
hh  

Bei der Ableitung beachten wir die Produktregel ( ) ''' vuvuvu ⋅+⋅=⋅ , wobei der 
erste Term nach R und der zweite Term nach r abgeleitet wird. Im ersten 
Term ist rf  aber nicht von R abhängig und kann demzufolge wie eine Kon-
stante vor den Operator gezogen werden. Im ersten Term ist Rg  nicht von r 
abhängig und kann ebenfalls vor den Operator gezogen werden. Es ist 

( ) ( ) RrRrrRRr gfEgfVf
r

gg
R

f
M

⋅⋅=⋅⋅+
∂

∂
⋅⋅−

∂

∂
⋅⋅−

2

22

2

22

22 µ
hh  

Nach Division durch ( )Rr gf ⋅  erhalten wir 

(25)... EV
r

f
fR

g
gM

r

r

R

R
=+

∂

∂
⋅⋅−

∂

∂
⋅⋅−

2

22

2

22 1
2

1
2 µ

hh  

Damit hängt in Gl.(25) der erste Term nur von den Schwerpunktkoordinaten 
( )ZYX ,,  und der zweite Term nur von den Relativkoordinaten ( )zyx ,, . Die 
potenzielle Energie als dritter Term hängt ebenfalls nur von den Relativkoor-
dinaten ab und E ist die konstante Gesamtenergie.  
Nun kommt eine für alle Separationsrechnungen wichtige Überlegung: Da 
Gl.(25) für beliebige Werte von R und r gelten soll aber die Gesamtenergie 
konstant ist, müssen sowohl der erste Term als auch die Summe aus zwei-
tem und dritten Term jeweils gleich einer Konstante sein, d.h., es gilt: 

g
R

RR Etkons
g

g
M

==
∇

⋅− tan
2

22h  und  

f
r

rr Etkons
f

f
==

∇
⋅− tan

2

22

µ
h  mit EEE fg =+ . 

Wir erhalten also die beiden separaten Gleichungen  

(26)... )()(
2

2
2

RgERg
M gR ⋅=∇⋅−

h
 

und 
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(27)... )()()(
2

2
2

rfErfVrf fr ⋅=⋅+∇⋅−
µ

h
 

Gl.(26) beschreibt die kinetische Energie Sg EE =  der Schwerpunktbewe-
gung, also der Bewegung des Atoms als Ganzes. Zur Lösung von Gl.(26) 
können wir den gleichen Weg beschreiten wie in Teil II, Seite 67 zur Lösung 
von Gl.(120) und erhalten einen Lösungsansatz analog zu Seite 68, Gl.(122): 

ikReARg ⋅=)(  mit 
λ
π2

=k  und λ  als de-Broglie-Wellenlänge, wobei hier ana-

log zu Teil 1, Seite 24, Gl.(16) gilt: 
SEM

h
⋅

=
2

λ  mit SE  als kinetischer E-

nergie aus der Translationsbewegung des Schwerpunkts.  
 
Wir interessieren uns jedoch nicht für die Schwerpunktbewegung, sondern 
für die Relativbewegung, also die „inner-atomare“ Bewegung von Elektron 
und Kern zueinander. Es ergibt sich mit )()( rrf Ψ≡ , EE f ≡  und 22 ∇≡∇ r  
aus Gl.(27) der Ausdruck: 

(28)... Ψ⋅=Ψ⋅+Ψ∇⋅− EV2
2

2µ
h

 

Hierbei ist 

nach Gl.(9) ( )











ΨΛ⋅+Ψ⋅

∂

∂
⋅=Ψ∇ 2

22

2
2 11

r
r

rr
  

nach Teil II, Seite 65, Gl.(113) 










∂

Ψ∂
⋅+

∂
Ψ∂

⋅
∂
∂

⋅=ΨΛ
2

2

2
2

sin

1)(sin
sin

1

ϕϑϑ
ϑ

ϑϑ
  

V das Coulomb-Potenzial  
und es ist E die Gesamtenergie.  
Damit haben wir mit den Gl.(28, 9 und 14) sowie mit Teil II, Seite 65, Gl.(113) 
die Schrödinger-Gleichung für die wasserstoffähnlichen Atome vollständig 
beschrieben. Es ist sofort zu sehen, dass sich der Ausdruck in Gl.(28) als i-
dentisch mit Gl.(10) erweist, die eine Schrödinger-Gleichung eines Teilchens 
ist, das sich im kugelsymmetrischen Potenzial befindet, wenn man die Masse 

des einen Teilchens m durch die reduzierte Masse 
21

21
mm
mm

+
⋅

=µ  der beiden 

Teilchen ersetzt. Damit sind Gl.(28) und Gl.(10) sowie Gl.(34) aus Teil I, Sei-
te 36 formal identisch und wir bewegen uns mit unseren Überlegungen im-
mer noch auf bekanntem Gebiet.  
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6. Klärung der generellen Form der Wellengleichung 
Wie lautet nun unsere nächste Aufgabe? Dazu betrachten wir den Operator 

in Gl.(9) etwas näher. Der erste Term des Operators lautet ( )Ψ⋅
∂

∂ r
rr 2

21  und 

ist durch die Radiusvariation bedingt. Er bezieht sich auf eine Wellenfunktion 

der Form ( )Ψ⋅r . Der zweite Term des Operators in Gl.(9) gemäß ΨΛ⋅ 2
2

1
r

 

bezieht sich nur auf ( )Ψ . Insoweit ist die Darstellung der Wellenfunktion in 
diese Operatoren nicht einheitlich. Daher lautet unsere nächste Aufgabe die 
tatsächliche Form der Wellenfunktion zu klären. 
Als Lösungsansatz versuchen wir erneut den schon bewährten Produktan-
satz. Dieser Ansatz hat ja bereits bei der Separation der inneren Bewegung 
und bei den Kugelflächenfunktionen zur Lösung geführt. Daher setzen wir an: 

( ) ( )ϕϑϕϑ ,)(,, YrRr ⋅=Ψ  und schreiben in Kurzform YR ⋅=Ψ . Jetzt setzen 
wir diesen Ausdruck und Gl.(9) in Gl.(28) ein und erhalten:  

(29)... ( ) Ψ⋅=Ψ⋅+











ΨΛ⋅+Ψ⋅

∂

∂
⋅⋅− EV

r
r

rr
2

22

22 11
2µ
h

 bzw.  

(30)... ( ) ( ) ( ) ( )YREYRVYR
r

YRr
rr

⋅⋅=⋅⋅+











⋅Λ⋅+⋅⋅

∂

∂
⋅⋅− 2

22

22 11
2µ
h

 

Im ersten Term ist Y invariant gegenüber r, im zweiten Term ist R invariant 
gegenüber den Winkelkoordinaten ϕϑ, . Wir können daher Y wie eine Kon-
stante vor den Operator des ersten Terms ziehen und R vor den Operator 
des zweiten Terms. Es ergibt sich: 

( ) ( ) YREYRVY
r
RRr

rr
Y

⋅⋅=⋅⋅+











Λ⋅+⋅

∂

∂
⋅⋅− 2

22

22

2µ
h  

Nun dividieren wir durch ( )YR ⋅  und erhalten 

( ) ( ) ( ) EVY
Yr

Rr
rRr

=+











Λ⋅

⋅
+⋅

∂

∂
⋅

⋅
⋅− 2

22

22 11
2µ
h  formen etwas um  

( ) ( ) ( ) 01
2

1
2

2
2

2

2

22
=Λ⋅

⋅
⋅−−+












⋅

∂

∂
⋅

⋅
⋅− Y

Yr
EVRr

rRr µµ
hh , multiplizieren mit 2r  

und erhalten:  

(31)... ( ) ( ) ( ) 01
22

2
2

22
2

222
=Λ⋅⋅−












⋅−⋅+⋅

∂

∂
⋅

⋅
⋅− Y

Y
rErVRr

rRr
r

µµ
hh

  

Der Term in den eckigen Klammern hängt jetzt nur noch von r ab, der letzte 
Term nur von den Winkelkoordinaten. Da R und Y beliebige Werte anneh-
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men können muss auch hier jeder der beiden Terme für sich gleich einer 
Konstanten sein. Die Gleichung ist somit separierbar.  

Der Ausdruck ( )ψ2Λ  aus G.(31) ist uns bereits in Teil II, Seite 66, Gl.(114) 

begegnet, wobei dort ( ) ψψψ ⋅−=⋅⋅−=Λ
22

2
2 22

hh

IEEmr  war mit I  als Massen-

trägheitsmoment und nach Teil II, Seite 67, Gl.(118) die Separation mit dem 
Produktansatz ( ) )()(, ϑϕϑϕψ Θ⋅Φ=  erfolgte, wobei in Teil II, Seite 68 zur Lö-

sung der Differentialgleichung Gl.(121) die Substitution 





 =+⋅ 2

2)1(
h

IEll  ver-

wandt wurde. Hierbei war l  die Nebenquantenzahl, womit 

ψψψ 2
2

2)1( Λ−=⋅=⋅+⋅
h

IEll  ist.  

Gemäß dem hier vorgenommenen Produktansatz ( ) ( )ϕϑϕϑ ,)(,, YrRr ⋅=Ψ  ist 
sofort zu sehen, dass ( ) ( )ϑϕψϕϑ ,, ≡Y  ist.  

Daher gilt analog ( ) YllY ⋅+⋅−=Λ )1(2  und wir können Gl.(34) schreiben als  

( ) ( ) ( ) 0)1(1
22

2
22

2

222
=⋅+⋅−⋅⋅−












⋅−⋅+⋅

∂

∂
⋅

⋅
⋅− Yll

Y
rErVRr

rRr
r

µµ
hh  bzw. 

nachdem sich im Term außerhalb der eckigen Klammer Y gerade heraushebt  

( ) ( ) 0)1(
22

2
22

2

222
=+⋅⋅+












⋅−⋅+⋅

∂

∂
⋅

⋅
⋅− llrErVRr

rRr
r

µµ
hh . 

Dieser nach Herausheben von Y verbliebene Ausdruck ist das eigentlich 
neue in dieser unserer weiterführenden Berechnung. Er wird als radiale Wel-

lenfunktion bezeichnet. Multiplizieren mit ( )
2r
Rr ⋅  ergibt  

( ) ( ) ( ) ( ) 0)1(
22 2

2

2

22
=

⋅
⋅+⋅⋅+












⋅⋅−⋅⋅+

∂

⋅∂
⋅−

r
RrllRrERrV

r
Rr

µµ
hh  

Etwas umformen führt zu  

( ) [ ] ( ) ( ) 0)1(
22 2

2

2

22
=

⋅
⋅+⋅⋅+⋅⋅−+

∂

⋅∂
⋅−

r
RrllRrEV

r
Rr

µµ
hh  bzw.  

( ) ( ) ( )RrERr
r

llV
r

Rr
⋅⋅=⋅⋅












⋅+⋅⋅++

∂

⋅∂
⋅−

2

2

2

22 1)1(
22 µµ
hh  

Mit )()( rRrr ⋅=Π  erhalten wir den Ausdruck  

(32)... Π⋅=Π⋅











⋅+⋅⋅++

∂

Π∂
⋅− E

r
llV

r 2

2

2

22 1)1(
22 µµ
hh
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Damit haben wir nach dem Namen „Radiale Wellengleichung“ auch deren 
Form festgestellt. Es ist )()( rRrr ⋅=Π . Wir werden auf diese Form im Kapitel 
„Herleitung der Normierungsvorschrift“ zurück kommen 
Damit sind Gl.(28) und Gl.(10) sowie Gl.(34) aus Teil I, Seite 36 formal iden-
tisch und wir bewegen uns immer noch auf bekanntem Gebiet. Es ist auch 
hier sofort zu sehen, dass die radiale Wellengleichung formal nichts anderes 
ist, als die Gleichung für die Bewegung eines Teilchens in einer Dimension 
mit dem „effektiven“ Potenzial effV  gemäß 

(33)... 2

2 1)1(
2 r

llVVeff ⋅+⋅⋅+=
µ

h  und mit dem Coulomb-Potenzial V, wenn 

man die Masse m eines Teilchens durch die reduzierte Masse 
21

21
mm
mm

+
⋅

=µ  

beider Teilchen ersetzt.  

Wie wir gerade festgestellt haben, ist die radiale Wellenfunktion das eigent-
lich neue an dieser weiterführenden quantenmechanischen Berechnung. 
Diese haben wir nun beschrieben.  

Nun könnte man der Ansicht sein, dass nächste Aufgabe sozusagen auf der 
Hand liege, nämlich: Wie ist diese Gleichung zu lösen?  

Diese Aufgabe wäre aber noch etwas verfrüht. Wir haben nämlich zwei wich-
tige Begriffe noch nicht erklärt: Die Coulombenergie und die Gesamtener-
gie. Dies wollen wir in den beiden nächsten Kapiteln tun.  
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7. Das Coulomb-Potenzial 
Die Kraft, die eine beliebige Ladung Q im Nullpunkt eines Koordinatensys-
tems auf eine Probeladung q ausübt, können wir in jedem Raumpunkt rr  
messen. Wir sagen, dass die Ladung Q ein Kraftfeld ( )rF r  erzeugt, dessen 
Stärke noch von der Größe q der Probeladung abhängt. Es gilt: 

(34)... r
r

QqrF rr
⋅

⋅⋅

⋅
=

2
04

)(
επ

 

Der Quotient ( )
q
rF r

, den man definitionsgemäß mit elektrischer Feldstärke 

( )rE r
 bezeichnet, ist unabhängig von q. Es ist  

(35)... r
r

QrE rr
⋅

⋅⋅
=

2
04

)(
επ

 

Bringt man eine Ladung q im elektrischen Feld E
r

 von einem Punkt P1 im 
Abstand r1 zu einem Punkt P2 im Abstand r2, so ist die entsprechende Arbeit 
dazu: 

∫∫∫ ⋅
⋅
⋅

=⋅⋅=⋅=
2

1
20

2

1

2

1
4

r

r

r

r

r

r r
drQqdrEqdrFW

επ

rr
 bzw. 









−⋅

⋅
⋅

−=−⋅
⋅
⋅

=
120

2
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1
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Qq
r

QqW
r

r επεπ
 

Im beliebigen Abstand r hat die Ladung q das sogen. „elektrostatische Po-
tenzial“ VW ≡  von  

( )
r

QqrV 1
4 0

⋅
⋅
⋅

−=
επ

.  

Im Falle von Zwei-Teilchen-Systemen, das sind alle Ein-Elektron-Atome, wie 
z.B. das Wasserstoffatom (H), das einfach positiv geladene Heliumatom 
(He+) oder das doppelt positiv geladene Lithium (Li++), befindet sich in der 
Atomhülle stets nur ein Elektron mit der Ladung 1e, jedoch befinden sich im 
Atomkern des Li: Q=3e, beim He: Q=2e und beim H: Q=1e an elektrischer 
Ladung. Wir schreiben daher für die Kernladung eZQ ⋅=  und für die Elekt-
ronladung e. Damit ergibt sich für das Coulomb-Potenzial der Ausdruck: 

(36)... ( )
r

eZrV 1
4 0

2
⋅

⋅
⋅

−=
επ

 

Damit haben wir diese Aufgabe erledigt und kommen nun zum Atom-
Koordinatensystem.  
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8. Einbezug der Ergebnisse des Bohr-Atommodells 
Bevor wir die Lösung der Radialgleichung Gl.(32) versuchen, ist noch ein 
wichtiger Begriff zu klären, nämlich die Gesamtenergie E. Dieser Begriff ist 
uns erstmals bei der quantenmechanischen Untersuchung der Bewegung ei-
nes Teilchens mit harmonischer Schwingung in Teil II, in Kapitel 6, Seite 22f 
begegnet.  
Wir benötigen nun aber einen Ausdruck für die Gesamtenergie des Wasser-
stoffatoms oder wasserstoffähnlicher Atome. Glücklicherweise können wir 
hierzu auf die Ergebnisse des sogen. Bohr’schen Atommodells zurückgrei-
fen. Der Einbezug dieser Ergebnisse ist nicht nur ohne weiteres zulässig, 
eben weil diese Ergebnisse bereits vor Einführung der QM bekannt waren. 
Vielmehr waren es Nils Bohr und gerade eben die von ihm gefundenen Er-
gebnisse, welche die Entwicklung der QM maßgeblich förderten.  
Das Bohr’sche Atommodell betrachtet das Elektron als punktförmiges Teil-
chen, das von der entgegen gesetzten, elektrischen Ladung des Kerns an-
gezogen wird. Diese elektrische Anziehungskraft lenkt die Bahn des Elekt-
rons analog der Gesetze der klassischen Mechanik in Kreisbahnen. 
Der Drehimpuls J eines Teilchens mit der Masse m und der Geschwindigkeit 
v auf einer Kreisbahn mit Radius r ist  

rvmJ ⋅⋅= .  

Auf das Teilchen wirkt die Zentripetalkraft (Fliehkraft 

r
vm

r
vmF e

Zentr

22 ⋅
=

⋅
=  mit em  als Elektronmasse. Auf das Elektron mit der 

Elementarladung e im elektrischen Feld des Protons eZ ⋅  gilt nach dem Cou-
lomb-Gesetz analog zu Gl.(34)  

( )
20

2 1
4 r

eZrFel ⋅
⋅
⋅

=
επ

. Die Zentripetalkraft, die das Teilchen auf der Kreisbahn 

hält, wird durch die Coulomb-Kraft aufgebracht, was heißt, dass beide gleich 
groß sind. Es gilt: 

(37)... ( )
r

vm

r
eZFrF e

Zentrel

2

20

2 1
4

⋅
=⋅

⋅
⋅

==
επ

 

Dabei kann der Drehimpuls J nur ganzzahlige Vielfache des Plank’schen 
Wirkungsquantums annehmen gemäß  

(37a) h⋅= nJ . Es ist also rvmnJ e ⋅⋅=⋅= h  bzw. die Bahngeschwindigkeit 

(38)...
rm

nv
e ⋅
⋅

=
h

. Einsetzen von Gl.(38) in Gl.(37) ergibt 

3
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




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⋅
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⋅
⋅ hhh
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Hieraus ergibt sich  

(39)... 





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
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Bei n=1 und Z=1 ist 0
11 529,01029,5 aAmr =°=⋅≅ −  der sogen. Bohr’sche Ra-

dius, das ist der Radius des Elektrons im Grundzustand des Wasserstoff-
atoms. Damit gilt für die potenzielle Energie im Coulomb-Feld des Kerns 

nach Gl.(36) 

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Für die kinetische Energie des Elektrons ergibt sich mit 

r
r
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vmE e

ekin ⋅
⋅

⋅=⋅⋅=
2

2
2
1

2
1  und aus Gl.(37) mit 
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4 r

eZ
r

vme ⋅
⋅
⋅

=
⋅

επ
 







⋅

⋅
⋅

⋅=⋅









⋅

⋅
⋅

⋅=
r

eZr
r

eZEkin
1

42
11

42
1

0

2

20

2

επεπ
 und mit 0

2
a

Z
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. Die Gesamtenergie E ist 

(42)... potpotpotkinpot VVVEVE
2
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2
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Wie zu sehen, ist die Gesamtenergie nicht abhängig von r, sondern vom Zu-
stand n. Sie ist für jeden Zustand konstant. Diese Erkenntnis aus dem 
Bohr’schen Atommodell erweist sich als großer Vorteil für unsere weitere 
Rechnung. Unsere nächste Aufgabe ist es, den Ausdruck für die Gesamt-
energie aus Gl.(43) in die Differentialgleichung Gl.(32) einsetzen, um damit 
die Radialgleichung zu vervollständigen. 
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9. Bestimmung der Radialgleichung  
Wenn wir den Term der effektiven potenziellen Energie effV  betrachten, so 
können wir schon einige Aussagen über die Gestalt der Wellenfunktion ma-
chen. Es ist  

(44)... 2

2

0

2 1)1(
2

1
4 r

ll
r

eZVeff ⋅+⋅⋅+⋅
⋅
⋅

−=
µεπ

h  

Der erste Term ist die Coulomb-Energie des Elektrons im elektrostatischen 
Feld des Kerns. Der zweite Term beschreibt eine Energie aufgrund einer 
Zentrifugalkraft, die das Elektron durch seinen Drehimpuls verspürt. Für 0=l  
besitzt das Elektron keinen Drehimpuls, das effektive Potenzial ist dann das 
reine Coulomb-Potenzial und wirkt bei allen Abständen anziehend. Für 0≠l  
führt der Zentrifugalterm zu einem positiven Beitrag zur effektiven potenziel-
len Energie.  
In der Nähe des Kerns (kleines r) dominiert dieser abstoßende Term über die 
anziehende Coulomb-Kraft, so dass das Elektron insgesamt vom Kern abge-
stoßen wird. Der Verlauf der effektiven potenziellen Energie unterscheidet 
sich für die Fälle 0=l  und 0≠l  in der Nähe des Kerns nicht nur quantitativ, 
sondern auch qualitativ. Für große Entfernungen vom Kern wird das Potenzi-
al in beiden Fällen jedoch identisch, da der Betrag des Zentrifugalterms 
schneller als der Coulomb-Anteil gegen null geht. Daher können wir erwar-
ten, dass die Lösung für 0=l  und 0≠l  sich in Kernnähe deutlich unter-
scheiden, die für große Abstände jedoch ähnlich sein werden.  
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Betrachten wir dazu wieder unsere Gl.(30), wobei wir nun nicht den Radius-

operator ( )YRr
rr

⋅⋅
∂

∂
⋅

2

21  verwenden, sondern den Radius-Operator nach 

Gl.(8) gemäß ( ) ( )





 ⋅

∂
∂

⋅
∂
∂
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2

11 . Wir setzen nun 

diesen Ausdruck in Gl.(30) und führen die Separationsrechnung nochmals 
durch. Wir erhalten 
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Nun differenzieren wir den ersten Term und verwenden ( ) YllY ⋅+⋅−=Λ )1(2  
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Multiplizieren mit R ergibt 
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Gl.(45) ist zwar adäquat zu Gl.(32) unterscheidet sich jedoch dadurch, dass 
als radiale Wellenfunktion hier nicht )(rRr ⋅=Π  sondern einfach nur 

)(1 rRR ⋅=  auftritt. Damit können wir als Aufgabe im nächsten Kapitel ver-
suchen, für diese einfachere Radialfunktion )(rR  aus Gl.(45) einen geeig-
neten Lösungsansatz zu formulieren.  
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Zunächst führen wir jedoch die Aufgabe dieses Kapitels „Bestimmung der 
Radialgleichung“ zu Ende.  
Dazu verwenden wir das aufgrund der nun möglichen Konkretisierung der 
Differentialgleichung sehr wertvolle Ergebnis des Bohr’schen Atommodells 
für die Gesamtenergie E und setzen den Ausdruck für E aus Gl.(43) in unse-
re Radialgleichung Gl.(45) ein. Es ist dann: 
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Wir haben hier den zweiten Term in der runden Klammer geschickt erweitert, 

um nach Gl.(39) 02

2
04

a
me e

=
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⋅⋅ hεπ
 zu substituieren, wobei hier Z herausge-

kürzt ist. Nach Gl.(39) kann hier noch nicht mit Z=1 gerechnet werden. Erst 
im Kapitel „Herleitung der Normierungskonstanten wird sich zeigen, dass 
dies zulässig ist. Daher erhalten wir: 
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Ausmultiplizieren ergibt 
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Nun substituieren wir noch 
0a
rx =  und erhalten mit  

(46)... xar ⋅= 0  sowie nach Gl.(24a) mit em≅µ  den Ausdruck 
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Da hier nach x abgeleitet wird, konnte 0a  als Konstante jeweils vor den Ope-

rator gezogen werden. Nach Multiplikation mit 2
0a  lautet die zu lösende Ra-

dialgleichung mit 
0a
rx = :  
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In diesem Ausdruck ist nur noch die Radialwellenfunktion )( xR selbst die zu 
suchende Unbekannte. Alle anderen Ausdrücke konnten geklärt werden.  
Damit verlassen wir das Gebiet der Physik und bewegen wir uns ab hier nur 
noch im Gebiete der Mathematik. Sodann lautet die nächste Aufgabe: Mit 
welchen mathematischen Ansätzen kann diese Differentialgleichung gelöst 
werden?  
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10. Herleitung des Lösungsansatzes für die Radialglei-
chung 
Wir gehen zurück auf Gl.(45) gemäß  
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Im Grenzfall ∞→r  gehen alle Terme mit 
r
1  und 

2
1

r
 gegen Null und es 

bleibt der Ausdruck übrig:  
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Die Lösungen dieser übrig gebliebenen Differentialgleichung erfüllen alle das 
asymtotische Verhalten der Radialfunktion )(rR  für ∞→r . Zur Lösung von 
Gl.(48) können wir den gleichen Weg beschreiten, wie bereits für Gl.(24b) bei 
der Schwerpunktsbewegung bzw. wie schon in Teil II, Seite 67 zur Lösung 
von Gl.(120). Wir erhalten natürlich auch in diesem Falle einen Lösungsan-
satz analog zu Teil II, Seite 68, Gl.(122) oder Teil II, Seite 6 und 7 gemäß:  

(50)... ikrikr eBeArR −⋅+⋅=)(  

 
Beweis: 

ikrikr eikBeikA
r
R −⋅⋅−⋅⋅=

∂
∂  bzw. ikrikr ekiBekiA

r
R −⋅⋅+⋅⋅=

∂

∂ 2222
2

2
 und 

( ) )(22
2

2
rRkeBeAk

r
R ikrikr ⋅−=⋅+⋅⋅−=

∂

∂ −  q.e.d. 

Für E>0 wird k eine reelle Zahl und der erste Term ikreArR ⋅= 11 )(  stellt eine 
auslaufende Kugelwelle dar, welche ein Elektron beschreibt, das bei positiver 
Gesamtenergie den Kern verlassen und das Raumgebiet ∞→r  erreichen 
kann. Für E>0 bleibt aber der erste und zweite Term imaginär, d.h. beide lie-
fern keine Lösung.  
Für E<0 gilt anstelle Gl.(49) ng. Gl.(51) 

(51)...
( )

2
2

2
2 22

hh

EiEk ⋅
⋅=

−⋅
=

µµ  und anstelle Gl.(48) gilt Gl.(52)  

(52)... ( ) )(2)(2)( 2
222

2
rRkErRE

r
rR

⋅=
⋅

+=⋅
−⋅

−=
∂

∂

hh

µµ   
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Wir versuchen für diese Differentialgleichung den Lösungsansatz  

(53)... krkr eBeArR +− ⋅+⋅=)(  

 
Beweis: 

krkr ekBekA
r
R +− ⋅⋅+⋅⋅−=

∂
∂  bzw. krkr ekBekA

r
R +− ⋅⋅+⋅⋅+=

∂

∂ 22
2

2
 und 

( ) )(22
2

2
rRkeBeAk

r
R krkr ⋅=⋅+⋅⋅+=

∂

∂ +−  q.e.d. 

Für E<0 entspricht der erste Term einer einlaufenden Kugelwelle, bei der das 
Elektron aus großer Entfernung kommt und sich dem Kern nähert (Stoßpro-
zess). Der erste Term ist reell und liefert eine Lösung. Für E>0 ist aber auch 
der zweite Term reell. Er stellt jedoch keine Lösung dar, weil die Wellenfunk-
tion normierbar sein muss. Dies ist nur der Fall, wenn auch für ∞→r  die 
Radialfunktion )(rR  endlich bleibt, was beim zweiten Term nicht der Fall ist.  

 
Zur Abbildung: a) Aus- und einlaufende Kugelwellen eines Elektrons im ku-
gelsymmetrischen Potenzial mit positiver Gesamtenergie E<0 und b) expo-
nentielle abklingender Amplitude der Wellenfunktion für E<0.  
Damit haben wir mit Gl.(53) einen geeigneten Lösungsansatz gefunden. Es 
ist kreArR −⋅=)( . Anstelle des Vorfaktors A setzen wir eine allgemeine Er-
weiterung gemäß )(ruA =  an und versuchen als Lösungsansatz den Aus-
druck:  

(54)... krerurR −⋅= )()(  
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Aufgrund des Ergebnisses aus dem Bohr’schen Atommodell für die Gesamt-
energie E können wir nun auch den Exponenten der Expotentialfunktion kre−  
in unserer vg. Lösungsformel exakt bestimmen.  

In Gl.(51) war [ ]Ek −⋅=
2

2 2
h

µ  und in Gl.(24a) em≅µ .  

Wir schreiben daher [ ]E
m

k e ⋅−≅
2

2 2

h
 und erhalten mit E aus Gl.(43) gemäß 













⋅
⋅−=

2
0

2

22

2 an
Z

m
E

e

h  den Ausdruck 












⋅
⋅−⋅−≅

2
0

2

22

2
2

2
2

an
Z

m
m

k
e

e h

h
 bzw. 

(55)...
0an

Zk
⋅

≅  und (55a)... 2
2

2
k

m
E

e
⋅−=

h  

Somit ist r
an

Zrk ⋅
⋅

−≅⋅−
0

 und mit Gl.(46) gemäß xar ⋅= 0  ergibt sich 

x
n
Zxa

an
Zrk ⋅−=⋅⋅
⋅

−≅⋅− 0
0

 also zusammenfassend  

(55b)... px
n
Zr

an
Zrk

2
1

0
−=⋅−=⋅

⋅
−≅⋅−  

Damit lautet unser Lösungsansatz 

(56)...
x

n
Z

exuxR
⋅−

⋅= )()(  wobei wir mit (56a)... ∑ ⋅=
ν

ν
να xxu )(   

für )(xu  den Potenzreihenansatz versuchen. Damit setzen wir an: 

(56b)... ∑ ⋅⋅=
⋅−

ν

ν
να xexR

x
n
Z

)(  

Wie bereits festgestellt, befinden wir uns auf rein mathematischem Gebiet. 
Unsere nächste Aufgabe lautet also: Lösen der Radialgleichung mit diesem 
Ansatz.  

Mit dem Wort „versuchen“ ist gemeint, dass man fast immer die Lösung einer 
Differentialgleichung erraten muss und mit der Methode „Versuch und Irr-
tum“ arbeitet. Daher benötigt man für die Lösung von Differentialgleichungen 
Glück, Geduld, Erfahrung und sehr oft auch Inspiration.  

Mit dem hier getroffenen Ansatz werden wir allerdings keine solchen Proble-
me haben, denn dieser Ansatz ist schon fast 100 Jahre lang erprobt, d.h. er 
„funktioniert“ wie wir gleich sehen werden.  
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11. Explizite Lösung der unnormierten Radialgleichung  
Wir beginnen nun mit der Lösung der Radialgleichung Gl.(47) und führen da-
zu unseren Lösungsansatz explizit aus. Es ist: 

}{ ......)( 2
2

1
1

0
0

1
1

2
2 +⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=⋅⋅= −

−
−

−
⋅−⋅−

∑ xxxxxexexR
x

n
Zx

n
Z

αααααα
ν

ν
ν

Dabei ist der Summationsindex uneingeschränkt, d.h. er durchläuft den ge-
samten Wertebereich der ganzen Zahlen. Nun führen wir die erste Ableitung 
durch. Es ergibt sich: 

}{...)(
⋅+⋅⋅⋅−=

∂
∂ ⋅−⋅−

∑
x

n
Zx

n
Z

exe
n
Z

x
xR

ν

ν
να

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }{ ..33210012... 21
2

0
10

2
1

3
2 xxxxx ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅⋅+⋅−⋅+⋅−⋅+⋅ −

−
−

− αααααα
Wie zu sehen, können wir diesen Ausdruck einfacher schreiben. Es ist: 



















⋅⋅⋅+⋅−=
∂

∂ ∑ −⋅−

44 344 21
321

v

v
u

x
n
Z

xexR
n
Z

x
xR

ν

ναν 1)()( . Für die zweite Ableitung folgt: 

( )∑∑ −⋅−−⋅−
⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−

∂
∂

⋅−=
∂

∂

ν

ν
ν

ν

ν
ν ανναν 21

2

2
1)()( xexe

n
Z

x
xR

n
Z

x
xR x

n
Zx

n
Z

( )∑∑ −⋅−−⋅−
⋅⋅−⋅⋅+














⋅⋅⋅+

∂
∂

⋅





−=

∂

∂

ν

ν
ν

ν

ν
ν ανναν 21

2

2
1)()( xexe

x
xR

n
Z

x
xR x

n
Zx

n
Z

Man sehe: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }{ ...23120012132... 1
3

0
21

3
1

4
2 xxxx ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅−⋅−⋅+⋅−⋅−⋅+ −

−
−

− ααααα

 
Nun können wir schon erkennen, wohin zunächst die Reise geht, nämlich die 
Terme R(x), R’(x) und R’’(x) solange in Gl.(47) substituieren, bis in dieser 
Radialgleichung alle diese Ausdrücke verschwunden sind. Wir beginnen nun 
mit der etwas länglichen Rechnung mit Gl.(47) gemäß:  

0)()1(2)(2)(
22

2

2

2
=⋅









 +⋅
−

⋅
+−+













∂
∂

⋅+
∂

∂ xR
x
ll

x
Z

n
Z

x
xR

xx
xR  und somit  

( ) ...1)( 21 +⋅⋅−⋅⋅+













⋅⋅⋅+

∂
∂

⋅





− ∑∑ −⋅−−⋅−

ν

ν
ν

ν

ν
ν ανναν xexe

x
xR

n
Z x

n
Zx

n
Z
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...)(2... 1 +













⋅⋅⋅+⋅−⋅






+ ∑ −⋅−

ν

ναν xexR
n
Z

x v
x

n
Z

 

0)1(2...
22

2
=⋅⋅⋅









 +⋅
−+−+ ∑

⋅−

ν

ν
να xe

x
ll

x
Z

n
Z x

n
Z

 bzw. 

...)( 11 +













⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅−⋅






− ∑∑ −⋅−−⋅−

ν

ν
ν

ν

ν αναν xexexR
n
Z

n
Z x

n
Z

v
x

n
Z

( ) ...1... 2 +⋅⋅−⋅⋅+ ∑ −⋅−

ν

ν
νανν xe

x
n
Z

 

...2... 1 +













⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅






+ ∑∑ −⋅−⋅−

ν

ν

ν

ν
ν ανα xexe

n
Z

x v
x

n
Zx

n
Z

 

0)1(2...
22

2
=⋅⋅⋅









 +⋅
−+−+ ∑

⋅−

ν

ν
να xe

x
ll

x
Z

n
Z x

n
Z

 

Nun ist noch einmal R(x) zu substituieren und wir erhalten. 

...11 +













⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅






− ∑∑∑ −⋅−−⋅−⋅−

ν

ν
ν

ν

ν

ν

ν
ν ανανα xexexe

n
Z

n
Z x

n
Z

v
x

n
Zx

n
Z

( ) ...1... 2 +⋅⋅−⋅⋅+ ∑ −⋅−

ν

ν
νανν xe

x
n
Z

 

...2... 1 +













⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅






+ ∑∑ −⋅−⋅−

ν

ν

ν

ν
ν ανα xexe

n
Z

x v
x

n
Zx

n
Z

 

0)1(2...
22

2
=⋅⋅⋅









 +⋅
−+−+ ∑

⋅−

ν

ν
να xe

x
ll

x
Z

n
Z x

n
Z

.  

Ausmultiplizieren ergibt 

...11
2

2
+














⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅+ ∑∑∑ −⋅−−⋅−⋅−

ν

ν
ν

ν

ν

ν

ν
ν ανανα xe

n
Zxe

n
Zxe

n
Z x

n
Z

v
x

n
Zx

n
Z

( ) ...1... 2 +⋅⋅−⋅⋅+ ∑ −⋅−

ν

ν
νανν xe

x
n
Z

 

...22... 1 +













⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−+ ∑∑ −⋅−⋅−

ν

ν

ν

ν
ν ανα xe

x
xe

n
Z

x v
x

n
Zx

n
Z
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0)1(2...
22

2
=⋅⋅⋅









 +⋅
−+−+ ∑

⋅−

ν

ν
να xe

x
ll

x
Z

n
Z x

n
Z

 

Wie zu sehen, enthält jeder Summand den Term 
x

n
Z

e
⋅−

 der sich somit her-

auskürzt und der Term ∑ −⋅⋅⋅−
ν

ν
ναν 1x

n
Z  ist zweimal vorhanden.  

( ) ...12 21
2

2
+⋅⋅−⋅+












⋅⋅⋅⋅−⋅⋅+ ∑∑∑ −−

ν

ν
ν

ν

ν

ν

ν
ν αννανα xx

n
Zx

n

Z
v .  

...22... 1 +











⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−+ ∑∑ −

ν

ν

ν

ν
ν ανα x

x
x

n
Z

x v  

0)1(2...
22

2
=⋅⋅









 +⋅
−+−+ ∑

ν

ν
να x

x
ll

x
Z

n
Z  

Die Terme mit 
2

2

n
Z  heben sich gerade heraus. Es bleibt  

( ) ...12 21 +⋅⋅−⋅+⋅⋅⋅⋅− ∑∑ −−

ν

ν
ν

ν

ν ανναν xx
n
Z

v  

...22... 1 +⋅⋅⋅+⋅⋅⋅− ∑∑ −

ν

ν

ν

ν
ν ανα x

x
x

n
Z

x v

0)1(2...
2

=⋅⋅
+⋅

−⋅⋅+ ∑∑
ν

ν
ν

ν

ν
ν αα x

x
llx

x
Z  

Nun ziehen wir alle vor dem Summandenzeichen stehen x-Terme in den 
Summanden hinein und können schreiben: 

( ) ...12

5

2

2

1 +⋅⋅−⋅+⋅⋅⋅⋅− ∑∑ −−

4444 34444 214444 34444 21 ν

ν
ν

ν

ν ανναν xx
n
Z

v  

...22...

1

2

3

1 +⋅⋅⋅+⋅⋅⋅− ∑∑ −−

444 3444 21444 3444 21 ν

ν

ν

ν
ν ανα xx

n
Z

v

b

 

0)1(2...

4

2

3

1 =⋅⋅+⋅−⋅⋅+ ∑∑ −−

4444 34444 21444 3444 21 ν

ν
ν

ν

ν
ν αα xllxZ

a

 

Schließlich fassen wir geschickt in der angegebenen Reihenfolge zusammen 
und erhalten  
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...2222 1112 +⋅⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅+ ∑∑∑∑ −−−−

ν

ν
ν

ν

ν
ν

ν

ν

ν

ν αααναν x
n
ZxZx

n
Zx vv

( ) 01)1( 22 =⋅⋅−⋅+⋅⋅+⋅− ∑∑ −−

ν

ν
ν

ν

ν
ν αννα xxll  

In der ersten Zeile können wir sogleich den dritten und vierten Term zusam-
menfassen. Damit ist 

...2222 112 +⋅⋅





 ⋅−+⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅+ ∑∑∑ −−−

ν

ν
ν

ν

ν

ν

ν ααναν x
n
ZZx

n
Zx vv

( ) 01)1( 22 =⋅⋅−⋅+⋅⋅+⋅− ∑∑ −−

ν

ν
ν

ν

ν
ν αννα xxll  

Mit ( )
n
nZ

n
Z

n
ZZ 1211222 −⋅

=





 −⋅=−  können wir schreiben 

(57)...
( ) ...1222 112 +⋅⋅

−⋅
+⋅⋅⋅−⋅⋅⋅+ ∑∑∑ −−−

ν

ν
ν

ν

ν

ν

ν ααναν x
n
nZx

n
Zx vv  

( ) 01)1(... 22 =⋅⋅−⋅+⋅⋅+⋅− ∑∑ −−

ν

ν
ν

ν

ν
ν αννα xxll  

Da der Summationsindex ν  den gesamten Wertebereich der ganzen Zahlen 
durchläuft, gilt: 

(58)... ( )∑∑ −
−

− ⋅⋅−=⋅⋅
ν

ν
ν

ν

ν
ν αναν 2

1
1 1 xx  bzw.  

(59)... ∑∑ −
−

− ⋅=⋅
ν

ν
ν

ν

ν
ν αα 2

1
1 xx  

Die Richtigkeit dieser Transformationen können wir sofort leicht nachprüfen.  
Für Gl.(58) gilt:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ ...21012... 1
2

0
1

1
0

2
1

3
2

1 +⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−+⋅⋅−+=⋅⋅ −−
−

−
−

−∑ xxxxxx ααααααν
ν

ν
ν

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }{ ...0123...1 1
0

2
1

3
2

4
3

2
1 +⋅⋅+⋅⋅−+⋅⋅−+⋅⋅−+=⋅⋅− −−

−
−

−
−

−
−

−∑ xxxxx αααααν
ν

ν
ν

Für Gl.(59) gilt:  

}{ ...... 2
3

1
2

0
1

1
0

2
1

3
2

1 +⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+=⋅ −−
−

−
−

−∑ xxxxxxx ααααααα
ν

ν
ν  

}{ ...... 1
2

0
1

1
0

2
1

3
2

4
1

2
1 +⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+=⋅ −−

−
−

−
−

−
−

−∑ xxxxxxx ααααααα
ν

ν
ν

Wie man durch dieses Hinschreiben sofort sieht, gehen die einzelnen Sum-
manden nicht verloren, sondern werden lediglich um eine Position nach 
rechts verschoben. Aufgrund der unendlichen Anzahl der Summanden än-
dert sich nichts am Ergebnis der Gesamtsumme.  
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Mit Hilfe von Gl.(58) und Gl.(59) erreichen wir eine weitere Vereinfachung der 
Gl.(57) in dem alle Ausdrücke mit 1−νx  in Ausdrücke nach 2−νx  transformiert 
werden und erhalten  

für ∑ −⋅⋅⋅−
ν

ναν 12 x
n
Z

v  mit Gl.(58) ( )∑ −
− ⋅⋅−⋅−

ν

ναν 2
112 x

n
Z

v  

für ( ) ∑ −⋅⋅
−⋅

+
ν

ν
να 112 x

n
nZ  mit Gl.(59) ( ) ∑ −

− ⋅⋅
−⋅

+
ν

ν
να 2

1
12 x

n
nZ  

Wir verwenden dieses Transformationsergebnis und schreiben 

( ) ( ) ...12122 2
1

2
1

2 +⋅⋅
−⋅

+⋅⋅−⋅−⋅⋅⋅+ ∑∑∑ −
−

−
−

−

ν

ν
ν

ν

ν

ν

ν ααναν x
n
nZx

n
Zx vv

( ) 01)1(... 22 =⋅⋅−⋅+⋅⋅+⋅− ∑∑ −−

ν

ν
ν

ν

ν
ν αννα xxll  

Jetzt können wir wegen des überall gleichen Bezugs auf 2−νx  alle Summan-
den in eine Summenformel schreiben. Es ist: 

( ) ( ) ...12122 2
1

2
1

2 +⋅⋅
−⋅

+⋅⋅−⋅−⋅⋅⋅ ∑∑∑ −
−

−
−

−

ν

ν
ν

ν

ν

ν

ν ααναν x
n
nZx

n
Zx vv

( ) 01)1(... 22 =⋅⋅−⋅+⋅⋅+⋅−+ ∑∑ −−

ν

ν
ν

ν

ν
ν αννα xxll  bzw. 

( ) ( ) ...12122 2
1

2
1

2 +⋅⋅
−⋅

+⋅⋅−⋅−⋅⋅⋅ −
−

−
−

−∑ ν
ν

ν

ν

ν ααναν x
n
nZx

n
Zx vv

( ) 01)1(... 22 =⋅⋅−⋅+⋅⋅+⋅− −− ν
ν

ν
ν αννα xxll  

Wiederum ausmultiplizieren ergibt 

...222 2
1

2
1

2 +⋅⋅+⋅⋅
⋅

−⋅⋅⋅ −
−

−
−

−∑ νν

ν

ν αα
ν

αν x
n
Zx

n
Zx vvv  

...22... 2
1

2
1 +⋅⋅−⋅⋅+ −

−
−

−
ν

ν
ν

ν αα x
n
ZxZ  

( ) }{ 0)1(1... 2 =⋅⋅+⋅−−⋅+ −ν
νανν xll  

Die Ausdrücke mit 
n
Z2  heben sich heraus. Die Ausdrücke mit Z2  ziehen wir 

zusammen und den 1.Term in die geschweifte Klammer. Somit ist  

( ) }{ 0)1(1212 22
1 =⋅⋅+⋅−−⋅++⋅⋅






 −⋅⋅+∑ −−

−
ν

ν
ν

ν ανννα
ν xllx
n

Z v   

(60)... ( ) }{ 012)1(1 2
1 =⋅








⋅






 −⋅+⋅+⋅−+⋅∑ −

−
ν

ν
ν α

ν
ανν x

n
Zll v  
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Diese Summenformel ist für alle x nur dann stets null, wenn jeder einzelne 

Summand null ist. Somit gilt ( ) }{ 012)1(1 1 =⋅





 −⋅+⋅+⋅−+⋅ −vn

Zll α
ν

ανν ν  

(61)... ( ) }{ 112)1(1 −⋅





 −⋅=⋅+⋅−+⋅ vn

Zll α
ν

ανν ν   

Damit lässt sich να  berechnen. Es gilt die Rekursionsformel  

(62)... ( ) 1)1(1

12

−⋅
+⋅−+⋅







 −⋅

= vll
n

Z
α

νν

ν

αν  mit 10 =α . 

Wie zu sehen, enthält diese Formel die Hauptquantenzahl n und die Neben-
quantenzahl l. Wir wissen, dass die Hauptquantenzahl n der Gesamtenergie 
nach Gl.(43) bzw. nach Teil II, Seite 13, Gl.(29) nur die ganzzahlige Werte 

...3,2,1=n annehmen kann und dass nach Teil II, Seite 70, in der Gl. 

( )
2

2 1
2

1
rm

llE ⋅⋅+⋅=
h  der Faktor l  ebenfalls nur ganzzahlige Werte anneh-

men kann, allerdings beginnend mit Null, gemäß ,...2,1,0=l , womit nl <  ist 
bzw. gilt ( ) nnl <−= 1,...2,1,0 . Damit haben diese beiden Quantenzahlen fol-
genden Einfluss auf den Koeffizienten vα .  

 
Erreicht der Summationsindex den Wert n== maxνν , dann gilt nach Gl.(61)  

( ) }{ 1max
max

maxmaxmax 12)1(1 −⋅







−⋅=⋅+⋅−+⋅ vn

Zll α
ν

ανν ν  bzw.  

( ) }{ 1

0

12)1(1 −⋅





 −⋅=⋅+⋅−+⋅ nn n

nZllnn αα
321

 ⇒   

(63)   ( ) }{ 0)1(1 =⋅+⋅−+⋅ nllnn α  

Da aber der Ausdruck in den geschweiften Klammern wg. nl <  nicht null sein 
kann, muss 0=nα  sein. Dies ist eine wichtige Feststellung. Denn damit er-
gibt sich aus der Rekursionsformel Gl.(62) für alle auf nα  folgenden Koeffi-
zienten 0=+inα , ,...4,3,2,1=i ., denn alle folgenden Koeffizienten beziehen 
sich ja auf den jeweiligen Vorgänger und wenn einer zu null wurde, dann 
auch alle folgenden. Damit ergibt sich, dass die Summation nur bis 

11max −=−= nνν  durchgeführt werden muss, also bis 1−nα .  

 
Erreicht der Summationsindex den Wert l== minνν , dann gilt nach Gl.(61)  

( ) }{ 1min
min

minminmin 12)1(1 −⋅







−⋅=⋅+⋅−+⋅ vn

Zll α
ν

ανν ν  bzw.  
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( ) }{ 112)1(1 −⋅





 −⋅=⋅+⋅−+⋅ ll n

lZllll αα  

( ) }{ 1120)1(1 −⋅





 −⋅==⋅+⋅−+⋅ ll n

lZllll αα  ⇒   

(64)... 012 1 =⋅






−⋅ −ln

lZ α  

Da aber der Ausdruck in den geschweiften Klammern wiederum wg. nl <  
nicht null sein kann, muss 01 =−lα  sein. Auch dies ist eine wichtige Feststel-
lung. Denn damit ergibt sich aus der Rekursionsformel Gl.(62) für alle auf 

1−lα  vorangegangenen Koeffizienten -aus dem gleichen Grunde wie oben- 
01 =−− ilα , ,...4,3,2,1=i . Damit ergibt sich, dass die Summation erst ab 

l== minνν  durchgeführt werden muss, also ab lα .  

 
Wir führen nun noch die Substitution lh +=ν  durch. Es ist dann die untere 
Summationsgrenze llh =+=ν  also 0=h , d.h. die Summation beginnt nicht 
mehr bei l , sondern bei Null. Für die obere Summationsgrenze ergibt sich 

1−=+= nlhν  also 1−−= lnh  bzw. ( )1+−= lnh . Der Koeffizient heißt dann 

lh+= ααν . Damit erhalten wir den Summationsausdruck 
( )

∑∑
+−=

=

+
+

−=

=
⋅=⋅

1

0

1 lnh

h

lh
lh

n

l
v xx αα

ν

ν

ν  

Nun können wir diesen Ausdruck analog zu Gl.(59) wie folgt umschreiben: 

(65)...
( ) ( ) ( )

∑∑∑
+−=

=

+−=

=

+−=

=

+
+ ⋅⋅=⋅⋅=⋅

1

0

1

0

1

0

lnh

h

h
h

ll
lnh

h

h
h

lnh

h

lh
lh xxxxx ααα  

Selbstverständlich haben wir beim Umschreiben der Koeffizienten hier den 
Faktor lx  berücksichtigt. Dies ist ja gerade der Effekt dieser Substitution. 
Damit haben wir die Mathematik erfolgreich zu Ende gebracht und die Lö-
sung der Radialgleichung lautet: 

(66)...
( )

∑
+−=

=

⋅−
⋅⋅⋅==

1

0
, )()(

lnh

h

h
h

lx
n
Z

ln xxexRxR α  

Mit der Substitution lh +=ν  ergibt sich die zugehörige Rekursionsformel 

( ) ( ) 1)1(1

12

−⋅
+⋅−++⋅+







 −

+
⋅

= hh lllhlh
n

lhZ
αα  

Hierbei zeigt der Index h des Koeffizienten nur den Summationsbereich an, 
nämlich, wie v  in Gl.(61). Er zeigt eben an, dass nun alle h durchlaufen wer-
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den, so wie vorher alle v  durchlaufen wurden und so wie vorher vα  sich auf 

1−vα  bezog, so bezieht sich jetzt hα  auf 1−hα . Allein es sind dies nur Anzei-
gen, die keinen Einfluss auf das Summationsergebnis haben. Nur die Substi-
tution in den runden Klammern wirkt sich auf das Ergebnis aus und muss 
daher in diesen Klammern auch ausgeführt werden. Es ergibt sich 

( )}{
1222

2
−⋅

−−+++++

+−
⋅−⋅= hh

llllhlhhlh
lhn

n
Z αα  

( )}{
( ) 112

2
−⋅

++⋅
+−

⋅−⋅= hh lhh
lhn

n
Z αα  

Nun ziehen wir den Faktor Z aus dem Ausdruck für hα  ganz heraus und ver-
wenden als Rekursionsformel den Ausdruck ohne Z gemäß  

(67)...
( )}{

( ) 112
2

−⋅
++⋅

+−
⋅−= hh lhh

lhn
n

αα  mit 10 =α . 

Damit wurde Z sozusagen vor die Summenformel gezogen womit der Sum-

menausdruck lautet 
( )














⋅⋅ ∑

+−=

=

1

0

lnh

h

h
h xZ α  und wir erhalten:  

(68)...
( )














⋅⋅⋅⋅= ∑

+−

=

⋅− 1

0
, )(

ln

h

h
h

x
n
Z

l
ln xZexxR α , nun mit Koeffizient gem. Gl.(67). 

Dies ist die vollständige Lösung der unnormierten radialen Wellenfunktion.  

Unsere nächste Aufgabe lautet nun, die Normierungsvorschrift für diese Wel-
lenfunktion herzuleiten, um danach die eigentliche Normierung durchführen 
zu können.  
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12. Herleitung der Normierungsvorschrift für die radiale 
Wellenfunktion 
Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron im Abstand ∞== rbisr ......0  zu finden 
ist gleich eins. Nach der Kopenhagener Deutung der Quantenmechanik gilt: 

1)(
2

0
=⋅Ψ∫

∞

=

drr
r

. In Teil I, Seite 31, Gl.(26) ergab sich für ein Teilchen, das 

nur kinetische Energie besitzt die Schrödinger-Gleichung in der Form 

)()(
2 2

22
xE

x
x

m
Ψ⋅=

∂

Ψ∂
⋅−

h . In Teil I, Seite 36, Gl.(34) bzw. Teil II, Seite 5, 

Gl.(1) ergab sich für ein Teilchen im Potenzial V(x) mit Gesamtenergie 

potkinges EEE +=  der Ausdruck )()()()(
2 2

22
xExxV

x
x

m ges Ψ⋅=Ψ⋅+
∂

Ψ∂
⋅−

h . In 

Teil II, Seite 8 hatten wir dann, bezogen auf diese Wellenfunktion )(xΨ , die 

Normierungsvorschrift 1)( 2

0

2 =⋅Ψ⋅∫
∞

=

dxxN
x

 mit N als Normierungskonstante 

angegeben und in Teil II, Gl.(31) auf ein Teilchen in einem kastenförmigen 

Potenzial angewandt. Mit Gl.(32) gemäß Π⋅=Π⋅+
∂

Π∂
⋅− EV

r
eff2

22

2µ
h  haben 

wir eine mit Teil I, Seite 36, Gl.(34) bzw. Teil II, Seite 5, Gl.(1) identische 
Form der Schrödinger-Gleichung. Daher gilt in analoger Anwendung:  

1)(
0

22 =⋅Π⋅∫
∞

=r
drrN  mit )()( rRrr ⋅=Π  und es lautet die Normierung:  

1)(
0

22 =⋅⋅⋅∫
∞

=r
drrRrN  bzw.  

(69)... 2
0

22 1)(
N

drrRr
r

=⋅⋅∫
∞

=

 

Bevor wir weiter rechen, führen wir noch eine wichtige Nebenrechnung aus, 
um zu zeigen, dass in der Radialgleichung Gl.(68) der Faktor Z vor dem 
Summenzeichen entfallen werden kann.  

Mit 
( )
∑

+−

=

⋅−
⋅⋅⋅⋅=

1

0
, )(

ln

h

h
h

x
n
Z

l
ln xexZxR α  aus Gl.(68) erhalten wir 

( )
2

0

2
1

0

1
N

drxrexZ
r

ln

h

h
h

x
n
Z

l =⋅⋅⋅⋅⋅⋅∫ ∑
∞

=

+−

=

⋅−
α  
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Einsetzen von 
0a
rx =  aus Gl.(46) und dxadr ⋅= 0  ergibt  

( )
{ { 22

00 22
0

2
21

0

2
2 1

NZ
drrxex

dxar xa

ln

h

h
h

x
n
Z

l

⋅
=⋅⋅⋅⋅⋅

⋅

∞

= ⋅

+−

=

⋅−
∫ ∑ α  bzw. 

( )
22

0

2
21

0

2
23

0
1

NZ
dxxxexa

x

ln

h

h
h

x
n
Z

l

⋅
=⋅⋅⋅⋅⋅⋅∫ ∑

∞

=

+−

=

⋅−
α   

Somit ist 
1

0
....

−∞

= 










⋅= ∫
r

ZN  und damit die normierte Radialgleichung: 

[ ] ( )
( )
∑

+−

=

⋅−
⋅⋅⋅⋅⋅=

1

0
, )(

ln

h

h
h

x
n
Z

l
ln xexZNxR α  bzw. 

( )
( )
∑∫

+−

=

⋅−
−∞

=

⋅⋅⋅⋅⋅











⋅=

1

0

1

0
, ....)(

ln

h

h
h

x
n
Z

l

r
ln xexZZxR α  

Wie zu sehen, hebt sich der Faktor Z gerade heraus und es ergibt sich 

(70)... ( )
( )

4444 34444 2143421
ZohnetionRadialfunkeunnormiert

ln

h

h
h

x
n
Z

l

Zohnetekons
sNormierung

r
ln xexxR

......

1

0

....tan

1

0
, ....)( ∑∫

+−

=

⋅−

−

−∞

=

⋅⋅⋅⋅











= α  

Da sich also der Faktor Z gerade heraushebt, kann in den Ausdrücken für N  
und )(, xR ln  auf diesen Faktor verzichtet werden. Wir rechnen weiter mit: 

(71)...
( )

2
0

2
21

0

2
23

0
1

N
dxxxexa

x

ln

h

h
h

x
n
Z

l =⋅⋅⋅⋅⋅⋅∫ ∑
∞

=

+−

=

⋅−
α , anstelle Gl.(68) mit 

(72)...
( )
∑

+−

=

⋅−
⋅⋅⋅=

1

0
, )(

ln

h

h
h

x
n
Z

l
ln xexxR α  und mit Gl.(67) gemäß 

(73)...
( )}{

( ) 112
2

−⋅
++⋅

+−
⋅−= hh lhh

lhn
n

αα  mit 10 =α  

Mit Hilfe dieser Gleichungen werden wir nun die Berechnung der unnormier-
ten Radialgleichung für die ersten Zustände explizit bestimmen.  
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13. Berechnung der unnormierten Radialgleichung für 
die ersten Zustände 
Wir führen nun einige Rechenbeispiele durch, um die Summanden der ersten 
Zustände (Orbitale) zu ermitteln. Dazu verwenden wir die Ausdrücke:  

( )
...3

3
2

2
1

1
0

0

1

0
+⋅+⋅+⋅+⋅+=⋅∑

+−=

=
xxxxx

lnh

h

h
h ααααα  und  

( )}{
( ) 112

2
−⋅

++⋅
+−

⋅−= hh lhh
lhn

n
αα  mit 10 =α  aus Gl.(73) und 

( )
∑

+−

=

⋅−
⋅⋅⋅=

1

0
, )(

ln

h

h
h

x
n
Z

l
ln xexxR α  aus Gl.(72). 

Das Prinzip ist klar: n und l als Festwert in jeden Summenterm einsetzen, 
während h beginnend mit h=0 mit jedem Summenterm um eins erhöht wird. 
Auf diese Weise lassen sich nun die Summanden für alle Zustände berech-
nen. 
 

1s Orbital, Zustand n=1, l=0: ( ) ( ) 01011 =+−=+−= lnh  

1111 00
0

0

0
=⋅=⋅=⋅+=⋅∑
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h
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⋅= 1)(,  

 

2s Orbital, Zustand n=2, l=0: ( ) ( ) 11021 =+−=+−= lnh  

1
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0
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0
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h
h ⋅+⋅+=⋅∑

=
ααα  

{
( )

( ) {
1

2
11

2
111

0
1....

0

0

)1(
10211

012
2
2)1( xx

hfürTerm

⋅+⋅
+⋅+⋅

+−
⋅






−+⋅+=

−=⋅⋅−=

= 44444 344444 21

4444 34444 21

α

αα

 

( ) 







−⋅=−⋅=⋅−=

0
2

2
12

2
1

2
11

a
rxx  

( )xexR
x

n
Z

ln −⋅⋅⋅=
⋅−

2
2
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2p Orbital, Zustand n=2, l=1: ( ) ( ) 01121 =+−=+−= lnh  

1111 00
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h
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3s Orbital, Zustand n=3, l=0: ( ) ( ) 21031 =+−=+−= lnh  
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3p Orbital, Zustand n=3, l=1: ( ) ( ) 11131 =+−=+−= lnh  
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3d Orbital, Zustand n=3, l=2: ( ) ( ) 01231 =+−=+−= lnh  
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4s Orbital, Zustand n=4, l=0: ( ) ( ) 31041 =+−=+−= lnh  
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Auf diese Weise lässt sich die radiale Wellenfunktion für alle Zustände be-
rechnen. Nun ist es noch erforderlich, die Normierung der Wellenfunktion 
durchzuführen. Der dazu erforderliche Rechengang ist uns bereits aus Teil II, 
Seite 8 bekannt.  
Um bei den komplizierten höheren Orbitalen unnötigen Rechenaufwand zu 
vermeiden stellen wir diese Aufgabe noch zurück und beschäftigen uns zu-
nächst mit den sogen. assoziierten Laguerre-Polynomen. Allerdings ist dazu 
einiges an Vorarbeit zu leisten. 
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14. Die Laguerre – Polynome 
Die assoziierten Laguerre-Polynome lauten: 

(74)... ( ) [ ])(1)(
12

12
1212 pL

dp
dp lnl

l
ll

hL ++

+
++ ⋅−=   

Hierbei ist ( )1+−= lnh  aus Gl.(69) und ist nach Gl.(55b) krp 2= , 
0an

Zk
⋅

= , 

0a
rx =  und x

n
Zp ⋅=

2 . Auch der Ausdruck 12 +l  ist uns aus Teil II, Seite 70 

bekannt. Dort hatten wir festgestellt, dass die Energie E quantisiert ist und 
nicht von der magnetischen Quantenzahl lm  abhängt. Da es 12 +l  Wellen-
funktionen zu jedem Wert von l  gibt (eine für jedes lm ), ist das Energieni-
veau mit der Quantenzahl l  gerade ( )12 +l -fach entartet.  

Der Ausdruck )( pL ln+  bezeichnet die sogen. Laguerre-Polynome. Für diese 
gilt: 

(75)... ( ) ( )pln
ln

lnp

ln ep
dp
d

ln
epL −+

+

+

+ ⋅⋅
+

=
!

)(  

Mit Gl.(74) und Gl.(75) wollen wir nun die assoziierten Laguerre-Polynome  
für die gleichen Zustände wie zuvor berechnen. 
 

1s Orbital, Zustand n=1, l=0: ( ) ( ) 01011 =+−=+−= lnh  

Aus Gl.(75) folgt: 

( ) ( )pln
ln

lnp

ln ep
dp
d

ln
epL −+

+

+

+ ⋅⋅
+

=
!

)(  bzw. 

( ) { 












⋅⋅

+
= −+

+

+

+
v

p

u

p

ln ep
dp
depL 321

01
01

01

!01
)(  

( ) { 












⋅⋅

+
= −+

+

+

+
v

p

u

p

ln ep
dp
depL 321

01
01

01

!01
)(  

( ) ''' vuvuvu ⋅+⋅=⋅  

pu =   pev −=  

1'=u   ( ) pev −⋅−= 1'  

( ) ( )( )pp epevu −− ⋅−⋅+⋅=⋅ 11'  
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( )peep pp
lnL −⋅⋅= −

+ 1)(  

( )ppL ln −=+ 1)(  

Dies eingesetzt in Gl.(74) ergibt: 

( ) )(1)(
12

12
1212 pL

dp
dp lnl

l
ll

hL ++

+
++ ⋅−=  bzw. 

( ) ( )p
dp
dpL l

h −⋅−=
+⋅

+⋅
+⋅+ 11)(

102

102
10212  

( ) ( )p
dp
dpL l

h −⋅−=+ 11)(
1

1
112  

( ) )1(1)(12 −⋅−=+ pL l
h  

1)(12 =+ pL l
h  

Dies ist das gleiche Ergebnis wie bei Berechnung mit vg. Summenformel. 
 

2s Orbital, Zustand n=2, l=0: ( ) ( ) 11021 =+−=+−= lnh  

Aus Gl.(75) folgt: 

( ) ( )pln
ln

lnp

ln ep
dp
d

ln
epL −+

+

+

+ ⋅⋅
+

=
!

)(  bzw. 

( ) { 












⋅⋅

+
= −+

+

+

+
v

p

u

p

ln ep
dp
depL 321

02
02

02

!02
)(  

( ) ''' vuvuvu ⋅+⋅=⋅  

( ) ''''2'''' vuvuvuvu ⋅+⋅+⋅=⋅  

2pu =   pev −=  

pu 2' =   ( ) pev −⋅−= 1'  

2'' =u    ( ) pev −⋅+= 1''  

( ) ( ) ( )( )ppp epepevu −−− ⋅+⋅+⋅−⋅⋅+⋅=⋅ 11222'' 2  

( ) ( )242'' ppevu p +−⋅=⋅ −  

( ) ( )242
21

1)( ppeep pp
lnL +−⋅⋅⋅

⋅
= −

+  
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( )242
2
1)( pppL ln +−⋅=+  

Dies eingesetzt in Gl.(74) ergibt: 

( ) )(1)(
12

12
1212 pL

dp
dp lnl

l
ll

hL ++

+
++ ⋅−=  bzw. 

( ) ( )2
102

102
10212 42

2
11)( pp

dp
dpL l

h +−⋅⋅−=
+⋅

+⋅
+⋅+  

( ) ( )2
1

1
112 42

2
11)( pp

dp
dpL l

h +−⋅⋅−=+  

( ) )24(
2
11)(12 ppL l

h +−⋅⋅−=+  mit x
n
Zp ⋅=

2  

( ) ( )xxx
n
ZppL l

h −=





 ⋅

⋅
−=






 ⋅−=−=+ 2

2
122222)(12  

Bei der Berechnung mit vg. Summenformel ergab sich der gleiche Klammer-
wert, jedoch steht hier vor der Klammer der Faktor 1 während oben der Fak-

tor 
2
1  stand. Dies ist bedeutet jedoch nicht, dass eine Abweichung vorliegt. 

Im Kapitel „Herleitung der Normierungsvorschrift der radialen Wellenfunktion“ 
wird in den Anmerkungen zu Gl.(70) gezeigt, dass sich der Faktor Z bei der 
Normierung der Radialfunktion gerade heraushebt. Es ist sofort zu sehen, 
dass dies natürlich auch für Vorfaktoren gilt, die aus dem Laguerre-Polynom 
herausgezogen wurden. Daher ist dieses Ergebnis adäquat zur Berechnung 
mit vg. Summenformel. 
 

2p Orbital, Zustand n=2, l=1: ( ) ( ) 01121 =+−=+−= lnh  

Aus Gl.(75) folgt: 

( ) ( )pln
ln

lnp

ln ep
dp
d

ln
epL −+

+

+

+ ⋅⋅
+

=
!

)(  bzw. 

( ) { 












⋅⋅

+
= −+

+

+

+
v

p

u

p

ln ep
dp
depL 321

12
12

12

!12
)(  

( ) ''' vuvuvu ⋅+⋅=⋅  

( ) ''''2'''' vuvuvuvu ⋅+⋅+⋅=⋅  

( ) ''''''3'''3'''''' vuvuvuvuvu ⋅+⋅+⋅+⋅=⋅  

3pu =   pev −=  

23' pu =  ( ) pev −⋅−= 1'  
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pu 6'' =  ( ) pev −⋅+= 1''  

6''' =u  ( ) pev −⋅−= 1'''  

( ) ( ) ( ) ( )( )pppp epepepevu −−−− ⋅−⋅+⋅+⋅⋅+⋅−⋅⋅+⋅=⋅ 11331636''' 32

( ) ( )329186''' pppevu p −+−⋅=⋅ −  

( ) ( )329186
321

1)( pppeep pp
lnL −+−⋅⋅⋅

⋅⋅
= −

+  

( )329186
6
1)( ppppL ln −+−⋅=+  

Dies eingesetzt in Gl.(74) ergibt: 

( ) )(1)(
12

12
1212 pL

dp
dp lnl

l
ll

hL ++

+
++ ⋅−=  bzw. 

( ) ( )32
112

112
11212 9186

6
11)( ppp

dp
dpL l

h −+−⋅⋅−=
+⋅

+⋅
+⋅+  

( ) ( )32
3

3
312 9186

6
11)( ppp

dp
dpL l

h −+−⋅⋅−=+  

( )2
1

1
31818

6
1 pp

dp
d

−+−⋅=  

( )pp
dp
d 618

6
1

2

2
−⋅=  

( ) 16
6
1

3

3
−=−⋅=

dp
d  

( ) ( )11)( 312 −⋅−=+ pL l
h  

1)(12 =+ pL l
h  

 
Dies ist das gleiche Ergebnis wie bei Berechnung mit vg. Summenformel.  
 

3s Orbital, Zustand n=3, l=0: ( ) ( ) 21031 =+−=+−= lnh  

Aus Gl.(75) folgt: 

( ) ( )pln
ln

lnp

ln ep
dp
d

ln
epL −+

+

+

+ ⋅⋅
+

=
!

)(  bzw. 
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( ) { 












⋅⋅

+
= −+

+

+

+
v

p

u

p

ln ep
dp
depL 321

03
03

03

!03
)(  

( ) ''' vuvuvu ⋅+⋅=⋅  

( ) ''''2'''' vuvuvuvu ⋅+⋅+⋅=⋅  

( ) ''''''3'''3'''''' vuvuvuvuvu ⋅+⋅+⋅+⋅=⋅  

3pu =   pev −=  

23' pu =  ( ) pev −⋅−= 1'  

pu 6'' =  ( ) pev −⋅+= 1''  

6''' =u  ( ) pev −⋅−= 1'''  

( ) ( ) ( ) ( )( )pppp epepepevu −−−− ⋅−⋅+⋅+⋅⋅+⋅−⋅⋅+⋅=⋅ 11331636''' 32

( ) ( )329186''' pppevu p −+−⋅=⋅ −  

( ) ( )329186
321

1)( pppeep pp
lnL −+−⋅⋅⋅

⋅⋅
= −

+  

( )329186
6
1)( ppppL ln −+−⋅=+  

Dies eingesetzt in Gl.(74) ergibt: 

( ) )(1)(
12

12
1212 pL

dp
dp lnl

l
ll

hL ++

+
++ ⋅−=  bzw. 

( ) ( )32
102

102
10212 9186

6
11)( ppp

dp
dpL l

h −+−⋅⋅−=
+⋅

+⋅
+⋅+  

( ) ( )32
1

1
112 9186

6
11)( ppp

dp
dpL l

h −+−⋅⋅−=+  

( )2
1

1
31818

6
1 pp

dp
d

−+−⋅=  

( ) ( )2112 31818
6
11)( pppL l

h −+−⋅⋅−=+  mit x
n
Zp ⋅=

2 , 1=Z , 3=n  

( )

















 ⋅

⋅
+






 ⋅

⋅
⋅−⋅=+−⋅=+

2
212

3
12

3
1266

6
366

6
3)( xxpppL l

h  bzw.  







 +−⋅=






 +−=






 +−⋅=+ 22212

27
2

3
21

3
1

9
223

9
446

6
3)( xxxxxxpL l

h   
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Bei der Berechnung mit vg. Summenformel ergab sich der gleiche Klammer-

wert, jedoch steht hier vor der Klammer der Faktor 
3
1  während oben der Fak-

tor 1 stand. Dies ist bedeutet jedoch nicht, dass eine Abweichung vorliegt. Im 
Kapitel „Herleitung der Normierungsvorschrift der radialen Wellenfunktion“ 
wird in den Anmerkungen zu Gl.(70) gezeigt, dass sich der Faktor Z bei der 
Normierung der Radialfunktion gerade heraushebt. Es ist sofort zu sehen, 
dass dies natürlich auch für Vorfaktoren gilt, die aus dem Laguerre-Polynom 
herausgezogen wurden. Daher ist dieses Ergebnis adäquat zur Berechnung 
mit vg. Summenformel. 
 

3p Orbital, Zustand n=3, l=1: ( ) ( ) 11131 =+−=+−= lnh  

Aus Gl.(75) folgt: 

( ) ( )pln
ln

lnp

ln ep
dp
d

ln
epL −+

+

+

+ ⋅⋅
+

=
!

)(  bzw. 

( ) { { 












⋅⋅

+
= −+

+

+

+
v

p

u

p

ln ep
dp
depL 13

13

13

!13
)(  

( ) ''' vuvuvu ⋅+⋅=⋅  

( ) ''''2'''' vuvuvuvu ⋅+⋅+⋅=⋅  

( ) ''''''3'''3'''''' vuvuvuvuvu ⋅+⋅+⋅+⋅=⋅  

( ) ''''''''4''''6''''4'''''''' vuvuvuvuvuvu ⋅+⋅++⋅+⋅=⋅  

4pu =   pev −=  

34' pu =  ( ) pev −⋅−= 1'  

212'' pu =  ( ) pev −⋅+= 1''  

pu 24''' =  ( ) pev −⋅−= 1'''  

24'''' =u  ( ) pev −⋅+= 1''''  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ppppp epepepepevu −−−−− ⋅+⋅+⋅−⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅−⋅⋅+⋅=⋅ 11441126124424'''' 432

( ) ( )432 16729624'''' ppppevu p +−+−⋅=⋅ −  

( ) ( )432 16729624
4321

1)( ppppeep pp
lnL +−+−⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
= −

+  

( )432 16729624
24
1)( pppppL ln +−+−⋅=+  

Dies eingesetzt in Gl.(74) ergibt: 
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( ) )(1)(
12

12
1212 pL

dp
dp lnl

l
ll

hL ++

+
++ ⋅−=  bzw. 

( ) ( )432
112

112
11212 16729624

24
11)( pppp

dp
dpL l

h +−+−⋅⋅−=
+⋅

+⋅
+⋅+  

( ) ( )432
3

3
312 16729624

24
11)( pppp

dp
dpL l

h +−+−⋅⋅−=+  

( )32
1

1
44814496 

24
1 ppp

dp
d

+−+−⋅=  

( )2
2

2
1296144

24
1 pp

dp
d

+−⋅=  

( ) ( )pp
dp
d

+−=+−⋅= 42496
24
1

3

3
 

( ) ( )ppL l
h +−⋅−=+ 41)( 312   

( )ppL l
h −=+ 4)(12  mit x

n
Zp ⋅=

2 , 1=Z , 3=n  

( ) 





 −⋅=






 −=






 ⋅

⋅
−=−=+ xxxppL l

h 3
122

3
24

3
1244)(12  bzw.  

Bei der Berechnung mit vg. Summenformel ergab sich der gleiche Klammer-
wert, jedoch steht hier vor der Klammer der Faktor 2 während oben der Fak-

tor 
2
1  stand. Dies ist bedeutet jedoch nicht, dass eine Abweichung vorliegt. 

Im Kapitel „Herleitung der Normierungsvorschrift der radialen Wellenfunktion“ 
wird in den Anmerkungen zu Gl.(70) gezeigt, dass sich der Faktor Z bei der 
Normierung der Radialfunktion gerade heraushebt. Es ist sofort zu sehen, 
dass dies natürlich auch für Vorfaktoren gilt, die aus dem Laguerre-Polynom 
herausgezogen wurden. Daher ist dieses Ergebnis adäquat zur Berechnung 
mit vg. Summenformel.  
 

3d Orbital, Zustand n=3, l=2: ( ) ( ) 01231 =+−=+−= lnh  

Aus Gl.(75) folgt: 

( ) ( )pln
ln

lnp

ln ep
dp
d

ln
epL −+

+

+

+ ⋅⋅
+

=
!

)(  bzw. 

( ) { 












⋅⋅

+
= −+

+

+

+
v

p

u

p

ln ep
dp
depL 321

23
23

23

!13
)(  
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( ) ''' vuvuvu ⋅+⋅=⋅  

( ) ''''2'''' vuvuvuvu ⋅+⋅+⋅=⋅  

( ) ''''''3'''3'''''' vuvuvuvuvu ⋅+⋅+⋅+⋅=⋅  

( ) ''''''''4''''6''''4'''''''' vuvuvuvuvuvu ⋅+⋅++⋅+⋅=⋅  

( ) ''''''''''5'''''10'''''10'''''5'''''''''' vuvuvuvuvuvuvu ⋅++⋅++⋅+⋅=⋅  

5pu =   pev −=  

45' pu =   ( ) pev −⋅−= 1'  

320'' pu =   ( ) pev −⋅+= 1''  

260''' pu =   ( ) pev −⋅−= 1'''  

pu 120'''' =   ( ) pev −⋅+= 1''''  

120''''' =u   ( ) pev −⋅−= 1'''''  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ppppppV exepepepepevu −−−−−− ⋅+⋅+⋅⋅+⋅−⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅−⋅⋅+⋅=⋅ 5432 155120101601011205120

( ) ( )5432 25200600600120''''' pppppevu p −+−+−⋅=⋅ −  

( ) ( )5432 25200600600120
54321

1)( pppppeep pp
lnL −+−+−⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
= −

+  

( )5432 25200600600120
120

1)( ppppppL ln −+−+−⋅=+  

Dies eingesetzt in Gl.(74) ergibt: 

( ) )(1)(
12

12
1212 pL

dp
dp lnl

l
ll

hL ++

+
++ ⋅−=  bzw. 

( ) ( )5432
122

122
12212 25200600600120

120
11)( ppppp

dp
dpL l

h −+−+−⋅⋅−=
+⋅

+⋅
+⋅+  

( ) ( )5432
5

5
512 25200600600120

120
11)( ppppp

dp
dpL l

h −+−+−⋅⋅−=+  

( )432
1

1
51006001200600

120
1 pppp

dp
d

−+−+−⋅=  

( )32
2

2
2030012001200

120
1 ppp

dp
d

−+−⋅=  

( )2
3

3
606001200

120
1 pp

dp
d

−+−⋅=  
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( )pp
dp
d 120600

120
1

4

4
−⋅=  

( ) ( )1120
120

1
5

5
−=−⋅=

dp
d  

( ) ( ) 111)( 512 =−⋅−=+ pL l
h   

Dies ist das gleiche Ergebnis wie bei Berechnung mit vg. Summenformel. 
 

4s Orbital, Zustand n=4, l=0: ( ) ( ) 01041 =+−=+−= lnh  

Aus Gl.(75) folgt: 

( ) ( )pln
ln

lnp

ln ep
dp
d

ln
epL −+

+

+

+ ⋅⋅
+

=
!

)(  bzw. 

( ) { 












⋅⋅

+
= −+

+

+

+
v

p

u

p

ln ep
dp
depL 321

04
04

04

!04
)(  

( ) ''' vuvuvu ⋅+⋅=⋅  

( ) ''''2'''' vuvuvuvu ⋅+⋅+⋅=⋅  

( ) ''''''3'''3'''''' vuvuvuvuvu ⋅+⋅+⋅+⋅=⋅  

( ) ''''''''4''''6''''4'''''''' vuvuvuvuvuvu ⋅+⋅++⋅+⋅=⋅  

4pu =   pev −=  

34' pu =   ( ) pev −⋅−= 1'  

212'' pu =   ( ) pev −⋅+= 1''  

pu 24''' =   ( ) pev −⋅−= 1'''  

24'''' =u   ( ) pev −⋅+= 1''''  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ppppp epepepepevu −−−−− ⋅+⋅+⋅−⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅−⋅⋅+⋅=⋅ 11441126124424'''' 432

( ) ( )432 16729624'''' ppppevu p +−+−⋅=⋅ −  

( ) ( )432 16729624
4321

1)( ppppeep pp
lnL +−+−⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
= −

+  

( )432 16729624
24
1)( pppppL ln +−+−⋅=+  

Dies eingesetzt in Gl.(74) ergibt: 
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( ) )(1)(
12

12
1212 pL

dp
dp lnl

l
ll

hL ++

+
++ ⋅−=  bzw. 

( ) ( )432
102

102
10212 16729624

24
11)( pppp

dp
dpL l

h +−+−⋅⋅−=
+⋅

+⋅
+⋅+  

( ) ( )432
1

1
112 16729624

24
11)( pppp

dp
dpL l

h +−+−⋅⋅−=+  

( )32
1

1
44814496

24
1 ppp

dp
d

+−+−⋅=  

( ) ( )32112 44814496
24
11)( ppppL l

h +−+−⋅⋅−=+   

( ) ( )32112 123624
6
11)( ppppL l

h +−+−⋅⋅−=+  mit x
n
Zp ⋅=

2 , 1=Z , 4=n  




















 ⋅

−





 ⋅

⋅+
⋅

⋅−⋅=+
32

12
4
12

4
1212

4
123624

6
1)( xxxpL l

h  







 −⋅+

⋅
⋅−⋅=+ 3212

8
1

4
112

4
123624

6
1)( xxxpL l

h  







 −+−⋅=+ 3212

192
1

8
1

4
314)( xxxpL l

h  

Bei der Berechnung mit vg. Summenformel ergab sich der gleiche Klammer-
wert, jedoch steht hier vor der Klammer der Faktor 4 während oben der Fak-
tor 1 stand. Dies ist bedeutet jedoch nicht, dass eine Abweichung vorliegt. Im 
Kapitel „Herleitung der Normierungsvorschrift der radialen Wellenfunktion“ 
wird in den Anmerkungen zu Gl.(70) gezeigt, dass sich der Faktor Z bei der 
Normierung der Radialfunktion gerade heraushebt. Es ist sofort zu sehen, 
dass dies natürlich auch für Vorfaktoren gilt, die aus dem Laguerre-Polynom 
herausgezogen wurden. Daher ist dieses Ergebnis adäquat zur Berechnung 
mit vg. Summenformel.  
Damit haben wir den Beweis erbracht, dass folgende Substitution möglich ist: 

(76)...
( )

)2(12
1

0
xx L l

h

ln

h

h
h

+
+−

=
=⋅∑ α  mit hα  aus Gl.(73). 

Es ist also vom Ergebnis her gesehen unerheblich, ob wir mit dem vg. Sum-
menausdruck rechnen oder mit den assoziierten Laguerre-Polynomen 

)2(12 xL l
h

+ , denn beides führt zu den gleichen normierten radialen Wellenfunk-
tionen. Damit können wir für )(, rR ln  aus Gl.(72) gemäß  

( )
∑

+−

=

⋅−
⋅⋅⋅=

1

0
, )(

ln

h

h
h

x
n
Z

l
ln xexxR α  auch schreiben  
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(77)... )2()( 12
, xexxR L l

h
x

n
Z

l
ln

+⋅−
⋅⋅=  

Nun bringen wir den Exponenten der Exponentialfunktion in die gleiche Form 

wie in Gl.(54). Dazu substituieren wir anstelle von 
0a
rx =  aus Gl.(46) nunmehr 

mit rkr
an

Zx
n
Zz ⋅=⋅

⋅
==

0
 aus Gl.(55). Einsetzen ergibt:  

(78)... )2()( 12
, zezxR L l

h
zl

ln
+− ⋅⋅=  

Nach Substitution 





= x

n
Zz  erscheint anstelle von lx  nun lz , was deswe-

gen so ist, weil im Summationsterm Gl.(66) -eben aufgrund der Substitution- 

l
l

zx
n
Z

=





  gilt, und es hat sich der Exponent der Exponentialfunktion verein-

facht, was ja auch Ziel dieser Substitution war. Im weiteren Schritt verwen-

den wir Gl.(55b) gemäß krr
an

Zx
n
Zzp 2222

0
=⋅

⋅
===  und erhalten 

(79)... )(
2
1)( 122

1

, peppR L l
h

pl

ln
+−

⋅⋅





=  mit krp 2=  

Damit können wir die Normierungsvorschrift wie folgt umschreiben:  

Nach Gl.(69) ist 
2

0

2 1)(
N

drrRr
r

=⋅⋅∫
∞

=

 bzw. mit Gl.(78) 

2
0

2
122

1
1)(

2
1

N
drpepr

r

l
h

pl

L =⋅⋅⋅





⋅∫

∞

=

+−
 

2
2

0

2122
2
12 1)(

2
1

N
drrpep

r

l
h

pl

L =⋅⋅⋅⋅







∫
∞

=

+⋅⋅−
 

2
2

0

212
2 1)(

2
1

N
drrpep

r

l
h

p
l

L =⋅⋅⋅⋅







∫
∞

=

+−  mit krp 2=  ergibt sich 

(80)... ( )
2

2

0

21222 1)2(
N

drrkrekr
r

l
h

krl L =⋅⋅⋅⋅∫
∞

=

+−  mit 
0an

Zk
⋅

= , krp 2=  

Wir wollen nun mit Gl.(80) im nächsten Kapitel die einzelnen Normierungs-
konstanten N explizit ermitteln.  
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15. Ermittlung Normierungskonstante und normierte Ra-
dialfunktion 
1s Orbital, Zustand n=1, l=0: ( ) ( ) 01011 =+−=+−= lnh  

( ) 2
2

0

21222 1)2(
N

drrkrekr
r

l
h

krl L =⋅⋅⋅⋅∫
∞

=

+−  mit 0=l   

1)(12 =+ pL l
h  ergibt 

2
2

0

22 111
N

drre
r

kr =⋅⋅⋅⋅∫
∞

=

−  

Es muss partiell integriert werden.  

Aus ( ) ''' vuvuvu ⋅+⋅=⋅  ergibt sich ( ) vuvuvuvu ⋅=⋅+⋅=⋅ ∫∫∫ '''  

Also ist ∫∫ ⋅−⋅=⋅ vuvuvu ''  

Mit 2ru =   krev 2' −=  

ru 2' =    kre
k

v 2
2
1 −⋅






−=  ergibt sich 

∫∫ ⋅−







⋅






−⋅=⋅ − vue

k
rvu kr '

2
1' 22  

...
2
12 2

2
−












⋅






+⋅−= − kre

k
r  

2

0

12
3

0
2
12

N
kre

k

r

r

=−= −











⋅






−⋅+

∞=

=

 

Die Lösungsterme stehen jeweils in den eckigen Klammern. Es gelten die In-
tegrationsgrenzen ∞=r  und 0=r . Für ∞=r  werden alle diese Ausdrücke 
jeweils für sich zu null wg. −∞e . Für 0=r  wird nur der letzte Term nicht null 
wg. 10 =−e  und weil der Term vor der Exponentialfunktion nicht von r ab-
hängt. Um uns Schreibarbeit zu ersparen, haben wir ∫ ⋅vu '  in die eckige 
Klammer des folgenden Lösungsterms geschrieben. Dies tun wir schrittweise 
solange, bis alle r im Term vor der Exponentialfunktion verschwunden sind. 
Dabei muss bei jedem Schritt der Vorzeichenwechsel vor der eckigen Klam-
mer beachtet werden.  
Wenn man etwas genauer hinschaut kann man erkennen, dass schrittweise 
nach r abgeleitet und die Exponentialfunktion schrittweise integriert wird und 
dass es genügt, nur für den letzten Term die Integrationsgrenzen einzuset-
zen. Es ergibt sich  
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( )[ ] ( )320
21212 k

N
kre

r

r
⋅=−= ⋅−⋅++

∞=

=
 bzw.  

[ ] ( ) ( )32
0

0
211202222 k

N
eekre

r

r
⋅=⋅+=⋅−−⋅−=−= ∞−

∞=

=
⋅−+  

Somit ist ( )3
2

212 k
N

⋅= . Wir merken uns den Faktor ( )32k  auf der rechten 

Seite dieser Gleichung. Die Normierungskonstante ergibt sich zu: 

( )
( ) ( )

2/3
2/32/3

2/1 2
222

2

1






⋅⋅=⋅=

nkkN   

Die normierte Radialwellenfunktion für das 1s-Orbital lautet ausgehend von 

Gl.(70) und Gl.(79) gemäß )(
2
1)( 122

1

, pepNpR L l
h

pl

ln
+−

⋅⋅





⋅=   

mit krp 2= , 
0an

Zk
⋅

= , 0=l , 1=n , 1)(12 =+ pL l
h  

( ) ( ) 11
2

22)( 2
12/3

2/3
, ⋅⋅⋅






⋅⋅=

− p
ln enkpR  

 

2s Orbital, Zustand n=2, l=0: ( ) ( ) 11021 =+−=+−= lnh  

( )
2

2

0

21222 1)2(
N

drrkrekr
r

l
h

krl L =⋅⋅⋅⋅∫
∞

=

+−  mit 0=l  und  

( )ppL l
h −=+ 2)(12  mit krp 2=  ergibt 

2
2

0

22 1221
N

drrkre
r

kr =⋅⋅−⋅⋅∫
∞

=

−  

Um auf die Schreibweise der rechten Gleichungsseite zu kommen, wie beim 
1s-Orbital, erweitern wir mit ( )32k  und erhalten: 

( ) ( )3
2

2

0

2223 214842 k
N

drrrkkrek
r

kr ⋅=⋅⋅+−⋅⋅∫
∞

=

− , Multiplikation mit 2r  ergibt 

[ ] ( ) ( )3
2

23

0

4232 212484 k
N

drekrkkrr kr

r
⋅=⋅⋅⋅+− −

∞

=
∫  

Auch hier muss partiell integriert werden und zwar jeder einzelne Term in der 
eckigen Klammer. Um unsere beim 1s-Orbital angewandte „gute“ Ordnung 
zu erhalten gehen wir alle Ausdrücke einzeln nacheinander durch.  
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1. Ausdruck: ( ) drekr kr

r
⋅⋅⋅ −

∞

=
∫ 23

0

2 24  

Zur Erinnerung: Die eckige klammer im ng. Startterm ∫ ⋅ 'vu  beinhaltet den 

Ausdruck vu ⋅  und damit über v  bereits den Ausdruck 





−

k2
1 . Dieser ergibt 

sich aus der Integration der Exponentialfunktion gemäß krev 2' −= , die dann 

zu kre
k

v 2
2
1 −






−=  führt. Wir erhalten also folgenden Starterm: 

( ) ∫∫ ⋅−







⋅






−⋅⋅=⋅ − vue

k
krvu kr '

2
124' 232  

( ) ...
2
128 2

2
3 −












⋅






+⋅⋅−= − kre

k
kr  

( ) ( )32

0

212
3

3 0
2
128 k

N
kre

k
k

r

r

⋅=−= −











⋅






−⋅⋅+

∞=

=

 

[ ] ( )320
2128 k

N
kre

r

r
⋅=−= ⋅−+

∞=

=

 bzw.  

[ ] ( ) ( )32
0

0
211808828 k

N
eekre

r

r
⋅=⋅+=⋅−−⋅−=−= ∞−

∞=

=
⋅−+  

( )3
2

218 k
N

⋅=  

 

2. Ausdruck: ( ) drekkr kr

r
⋅⋅⋅− −

∞

=
∫ 23

0

3 28  

( ) ∫∫ ⋅−







⋅






−⋅⋅−=⋅ − vue

k
kkrvu kr '

2
128' 233  

( ) ...
2
1224 2

2
32 −












⋅






+⋅⋅−−= − kre

k
kkr  

( ) ...
2
1248 2

3
3 −












⋅






−⋅⋅−+= − kre

k
kkr  

( ) ...
2
1248 2

4
3 −












⋅






+⋅⋅−−= − kre

k
kk  
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( ) ( )32

0

212
4

3 0
2
1248 k

N
kre

k
kk

r

r

⋅=−+= −











⋅






+⋅⋅+

∞=

=

 

( )3
2

0

212
1

2
148 k

N
kre

k
k

r

r

⋅=−=












⋅






⋅++

∞=

=

 bzw.  

[ ] ( )320
21224 k

N
kre

r

r
⋅=−+= ⋅+

∞=

=

 

[ ] ( ) ( )32
0

0
2112402424224 k

N
eekre

r

r
⋅=⋅−=⋅+−⋅+=−+= ∞−

∞=

=
⋅+  

( )3
2

2124 k
N

⋅=−  

 

3. Ausdruck: ( ) drekrk kr

r
⋅⋅⋅+ −

∞

=
∫ 23

0

42 24  

( ) ∫∫ ⋅−







⋅






−⋅⋅+=⋅ − vue

k
krkvu kr '

2
124' 2342  

( ) ...
2
1216 2

2
332 −












⋅






+⋅⋅+−= − kre

k
krk  

( ) ...
2
1248 2

3
322 −












⋅






−⋅⋅++= − kre

k
krk  

( ) ...
2
1296 2

4
32 −












⋅






+⋅⋅+−= − kre

k
krk  

( ) ...
2
1296 2

5
32 −












⋅






−⋅⋅+−= − kre

k
kk  

( ) ( )32

0

212
5

32 0
2
1296 k

N
kre

k
kk

r

r

⋅=−+= −











⋅






−⋅⋅+

∞=

=

 

( )32

0

212
2

2

2
196 k

N
kre

k
k

r

r

⋅=−=












⋅






−⋅++

∞=

=

 bzw.  

[ ] ( )3
20

2
1224 k

N
kre

r

r
⋅=−+= ⋅−

∞=

=
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[ ] ( ) ( )32
0

0
2112402424224 k

N
eekre

r

r
⋅=⋅+=⋅−−⋅−=−+= ∞−

∞=

=
⋅−  

( )3
2

2124 k
N

⋅=  

 
Insgesamt lautet die Normierungskonstante für die drei Ausdrücke: 

( )3
2

2124248 k
N

⋅=+−  bzw. 
( )

( )
( )

( )
2/3

2/3
2/1

2/3
2/1 2

2
2

1
2
12

2

1
2
1







⋅⋅⋅=⋅⋅=

nkkN  

Die normierte Radialwellenfunktion für das 2s-Orbital lautet ausgehend von 

Gl.(70) und Gl.(79) gemäß )(
2
1)( 122

1

, pepNpR L l
h

pl

ln
+−

⋅⋅





⋅=   

mit krp 2= , 
0an

Zk
⋅

= , 0=l , 2=n , ( )ppL l
h −=+ 2)(12  

( )
( ) ( ) ( )penkpR

p
ln −⋅⋅⋅






⋅⋅⋅=

−
21

2
2

2

1
2
1)( 2

12/3
2/3

2/1,  

 

2p Orbital, Zustand n=2, l=1: ( ) ( ) 01121 =+−=+−= lnh  

( )
2

2

0

21222 1)2(
N

drrkrekr
r

l
h

krl L =⋅⋅⋅⋅∫
∞

=

+−  mit 0=l  und  

1)(12 =+ pL l
h  mit krp 2=  ergibt 

( )
2

2

0

222 11
N

drrekr
r

kr =⋅⋅⋅⋅∫
∞

=

−  

Um auf die Schreibweise der rechten Gleichungsseite zu kommen, wie beim 
1s-Orbital, erweitern wir mit ( )32k  und erhalten: 

( ) ( ) ( )3
2

2

0

232 2112 k
N

drrekkr
r

kr ⋅=⋅⋅⋅⋅⋅∫
∞

=

− , Multiplikation mit 2r  ergibt 

( ) ( )3
2

23

0

42 212 k
N

drekrk kr

r
⋅=⋅⋅⋅ −

∞

=
∫  

Auch hier muss partiell integriert werden. Wir haben nur einen Ausdruck. 

( ) drekrk kr

r
⋅⋅⋅ −

∞

=
∫ 23

0

42 2  
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Wir erhalten folgenden Starterm: 

( ) ∫∫ ⋅−







⋅






−⋅⋅+=⋅ − vue

k
krkvu kr '

2
12' 2342  und daraus 

( ) ...
2
124 2

2
332 −












⋅






+⋅⋅+−= − kre

k
krk  

( ) ...
2
1212 2

3
322 −












⋅






−⋅⋅++= − kre

k
krk  

( ) ...
2
1224 2

4
32 −












⋅






+⋅⋅+−= − kre

k
krk  

( ) ...
2
1224 2

5
32 −












⋅






−⋅⋅+−= − kre

k
kk  

( ) ( )32

0

212
5

32 0
2
1224 k

N
kre

k
kk

r

r

⋅=−+= −











⋅






−⋅⋅+

∞=

=

 

( )32

0

212
2

2

2
124 k

N
kre

k
k

r

r

⋅=−=












⋅






−⋅++

∞=

=

 bzw.  

[ ] ( )320
2126 k

N
kre

r

r
⋅=−+= ⋅−

∞=

=

 

[ ] ( ) ( )32
0

0
211606626 k

N
eekre

r

r
⋅=⋅+=⋅−−⋅−=−+= ∞−

∞=

=
⋅−  

( )3
2

216 k
N

⋅=  bzw. 
( )

( )
( )

( )
2/3

2/3
2/1

2/3
2/1 2

2
6

12
6

1






⋅⋅=⋅=

nkkN  

mit 
0an

Zk
⋅

= , 2=n , 1=Z  

Die normierte Radialwellenfunktion für das 2p-Orbital lautet ausgehend von 

Gl.(70) und Gl.(79) gemäß )(
2
1)( 122

1

, pepNpR L l
h

pl

ln
+−

⋅⋅





⋅=   

mit krp 2= , 
0an

Zk
⋅

= , 1=l , 2=n , 1)(12 =+ pL l
h  

( )
( ) 1

2
1

2
2

6

1)(
12/3

2/3
2/1, ⋅⋅






⋅






⋅⋅= −kr

ln epnkpR  
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Bevor wir nun weiterrechnen, sehen wir uns die vg. untersuchten Ausdrücke 
zum Integral ∫ ⋅ 'vu  nochmals an. Es ist zu sehen, dass sich in der eckigen 

klammer der Ausdruck ( )32k  jeweils gerade heraushebt. Es führt also die 

Normierung auf ( )32k  anstelle der üblichen Normierung auf 1 dazu, dass im 

Starterm für ∫ ⋅ 'vu  anstelle von kre 2−  einfach nur mit re−  angesetzt werden 

kann und zugleich in der eckigen Klammer die Erweiterung ( )32k  nicht mehr 
aufgeführt werden muss. Dies bedeutet, dass anstelle p  einfach nur r  an-
gesetzt werden kann. Wir können daher anstelle von Gl.(80) gemäß 
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Damit werden die ganzen Berechnungen übersichtlicher und wir wollen mit 
diesem Ansatz noch das nächste Orbital berechnen.  
 

3s Orbital, Zustand n=3, l=0: ( ) ( ) 21031 =+−=+−= lnh  
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Quadrieren und Ausmultiplizieren ergibt: 
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Auch hier muss partiell integriert werden und zwar jeder einzelne Term in der 
eckigen Klammer. Um unsere beim 1s-, 2s- und 2p-Orbital angewandte „gu-
te“ Ordnung auch hier zu erhalten gehen wir alle Ausdrücke einzeln nachein-
ander durch. 

1. Ausdruck: drer r

r
⋅⋅ −

∞

=
∫

0

236  

Auch hier zur Erinnerung: Die eckige klammer im ng. Startterm ∫ ⋅ 'vu  bein-
haltet den Ausdruck vu ⋅  und damit über v  bereits den Ausdruck ( )1− . Dieser 

ergibt sich aus der Integration der Exponentialfunktion nun gemäß rev −=' , 
die dann zu ( ) rev −−= 1  führt. Wir erhalten also folgenden Starterm: 
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2. Ausdruck: drer r
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Insgesamt lautet die Normierungskonstante für die fünf Ausdrücke: 
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Die normierte Radialwellenfunktion für das 3s-Orbital lautet ausgehend von 

Gl.(70) und Gl.(79) gemäß )(
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Wie zu sehen und in den Anmerkungen zum 2s-Orbital im Kapitel „Die La-
guerre-Polynome“ bereits erwähnt, heben sich die aus einem Laguerre-
Polynom ausgeklammerten Faktoren durch die Normierung gerade heraus. 

In diesem Falle ist es der Faktor 
6
3 . Die normierte Radialwellenfunktion für 

das 3s-Orbital lautet also: 
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mit krp 2= , 
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=  

Auf diese Weise lassen sich die normierten Radialwellenfunktionen aller Or-
bitale berechnen. Die Rechenergebnisse können wir der Literatur entneh-
men.  
 

3p Orbital, Zustand n=3, l=1: ( ) ( ) 11131 =+−=+−= lnh  
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3d Orbital, Zustand n=3, l=2: ( ) ( ) 01231 =+−=+−= lnh  
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4s Orbital, Zustand n=4, l=0: ( ) ( ) 31041 =+−=+−= lnh  
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Damit kommen wir zur Ermittlung der radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeit. 
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16. Ermittlung der radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeit 
Wir haben bereits gesehen, dass die Wahrscheinlichkeit (W), das Elektron 
am Ort r aufzufinden, durch das Betragsquadrat der Wellenfunktion 2Ψ  ge-
geben ist. Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron des Einelektronenatoms im 
Volumenelement dzdydxdV ⋅⋅=  an der Stelle ( )zyxr ,,=  zu finden ist: 

dVrdW ⋅Ψ= 2)( .  

Gemäß Herleitung zu Gl.(29) bis Gl.(32) lautet die Gesamtwellenfunktion 
( ) ),()(,, ,, ϕϑϑϕ mlln Yrr ⋅Π=Ψ , wobei ( ) )()(,),(, ϑϕϑϕψϕϑ Θ⋅Φ=≡mlY  den 

Kugelflächenfunktionen nach Teil II, Seite 67, Gl.(118) entspricht. Diese 
Funktionen waren bereits so normiert, dass die Integration über den vollen 
Raumwinkel eins ergab. Sie können daher bei der Betrachtung der radialen 
Aufenthaltwahrscheinlichkeit ignoriert werden. Somit können wir schreiben:  

drrdW ln ⋅Π=
2

,)(  

Gemäß Gl.(32) lautet die radiale Wellenfunktion )()( rRrr ⋅=Π . Wir erhalten 
in analoger Vorgehensweise wie bei der Normierung der Gesamt-
Aufenthaltswahrscheinlichkeit mit Gl.(69) gemäß 
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bei Ansatz der mit N normierten Radialfunktionen den radialen Verlauf Auf-
enthaltwahrscheinlichkeit W(r) gemäß 
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Die Radialfunktionen haben wir im vorherigen Kapitel ermittelt. Setzt man 
z.B. die normierte Radialfunktion für das 1s-Orbital ein gemäß  
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so ergibt sich: 
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Dieser Verlauf ist im Bild "" 00,1
2 aRr ⋅⋅  dargestellt.  

Ableitung bilden und Nullsetzen ergibt Stelle mit maximaler Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit: 
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Der Ausdruck wird null, wenn gilt: 
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Z
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k
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Im 1s-Orbital ist Z=1 und n=1. Daher ergibt sich 0ar =  als Stelle mit der ma-
ximalen Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Die absolute Höhe der Wahrschein-
lichkeit spielt keine Rolle.  

Auf diese Weise lässt sich der radiale Verlauf der Aufenthaltswahrscheinlich-
keit des Elektrons für die verschiedenen Orbitale darstellen. Dies ist unsere 
letzte Aufgabe. Sie wird auf der nächsten Seite erfüllt.  
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17. Grafischer Verlauf der radialen Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit 
 

 

Beachte: Die Verläufe haben eine unterschiedliche Skalierung. 

 

 

Auf diese Weise lässt sich der radiale Verlauf der Aufenthaltswahrscheinlich-
keit des Elektrons für alle Orbitale grafisch darstellen.  

Damit haben wir nunmehr auch unsere letzte Aufgabe bzgl. der weiterfüh-
renden Berechnungen mit der Schrödinger-Gleichung erfüllt.  

Wir sind am Ende des Teils III angekommen.  

 


