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Quantenmechanik

Weiterfiihrende Berechnungen mit der
Schrodinger - Gleichung

Herleitung der radialen Wellenfunktion
des Wasserstoffatoms
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In diesem Ausdruck ist nur noch die Radialwellenfunktion R(Xx) selbst die zu su-

chende Unbekannte. Alle anderen Ausdriicke konnten geklart werden. Damit bewe-
gen wir uns ab hier im Gebiete der reinen Mathematik und die nachste Aufgabe lau-

tet: Wie ist diese Differentialgleichung zu 16sen?
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Einleitung

Diese Unterlage richtet sich an Schiler des Gymnasiums, die Interesse an naturwis-
senschaftlichen Fachern haben und spater vielleicht Mathematik und Physik studie-
ren wollen.

Mathematik ist die eigentliche Sprache der Physik. In dieser Sprache werden die Ge-
setzmaligkeiten und Theorien formuliert.

In diesem Teil Il wird im Nachgang zu den Kugelflachenfunktionen die radiale Wel-
lengleichung fur wasserstoffahnliche Atome, das sind alle Atome mit einem Elektron
in dem Orbital wie H, He", Li*", hergeleitet. Die Herleitung erfolgt durch Erledigung
der sich auf diesem Wege stellenden einzelnen Aufgaben. Sukzessive wird Baustein
um Baustein erarbeitet. Dabei wird auf Nachvollziehbarkeit grof3ten Wert gelegt. Des-
halb werden die Herleitungen ausfiihrlich angegeben. Zudem kommt nur mathemati-
sches Ristzeug zur Anwendung, das dem gymnasialen Schulniveau entspricht.

Insoweit ist zu hoffen, dass mdglichst viele junge Menschen vor den naturwissen-
schaftlichen Fachern wie Physik und Mathematik und auch vor der Anwendung der
Quantenmechanik nicht zurtickschrecken, sondern mit Freude dem Studium eines
solchen Faches entgegen sehen.

Wir beginnen unsere Uberlegungen mit der in Teil 1l auf Seite 66, GI.(115) aufgefiihr-
ten Schrodinger-Gleichung fir die Bewegung eines Teilchens auf einer Kugeloberfla-
che mit konstantem Radius und der potenziellen Energie V =0.

Literatur:

Der in diesem Teil Il beschrittene Weg zum Einstieg in die QM wurde aus dem Lehr-
buch ,Physikalische Chemie®, 2.Auflage 1996, von Peter W. Atkins, ISBN 3-527-
29275-6, VCH- Verlagsgesellschaft mbH, Weinheim, Gbernommen.

Zudem wurde das Physiklehrbuch ,Experimentalphysik 3%, 3.Auflage 2005 von Pro-
fessor Wolfgang Demtroder, ISBN 3-540-21473, Springerverlag verwendet.
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Wellengleichung fur ein Teilchen mit Rotation auf
konstantem Radius

In Teil 2, Seite 66, GIl.(115) ergab sich fir die Rotation eines Teilchens der
Masse m in drei Dimensionen r:(x, Y, z) auf einer Kugeloberflache mit

r =const und dem Potenzial V =0 fur die Schrédinger-Gleichung in Kugel-
2

Koordinaten der Ausdruck - g—xizxLzY =EXY . Hierbei bedeuten E die
m r

Gesamtenergie, die bei V =0 die kinetische Energie darstellt, eben die Rota-

tionsenergie. Wir haben aus diesem Ausdruck mit GI.(113), Teil I, Seite 65

die Winkelkoordinaten J und | separiert, wobei mit dem Produktansatz

YWJ,)=F()*QUJ) diese Separation gelang. Als Ldsung ergab sich

1/2

) 1 -imi . .
FG) =222 M mit mals sogen. magnetischer Quantenzahl, und es

&0 g
ergaben sich die Kugelflachen - Funktionen gemal? Q).

Fur die nun anstehenden weiterfiihrenden quantenmechanischen Berech-
nungen wollen wir als Ausgangsgleichung vg. GI.(115) aus Teil Il verwenden,
wobei wir diesen Ausdruck um V =V(r)! O ergénzen, denn es soll in den
nun anstehenden weiterfihrenden quantenmechanischen Berechnungen V
ein kugelsymmetrisches Potenzial sein, in dem sich das Teilchen bewegen
kann. Es ergibt sich daher

he 1 2
(1)..]- —*=xL°Y +V XY =EXY
2m r2

Dieser Ausdruck ist identisch mit vg. GI.(115) aus Teil I, wenn als potenzielle
Energie V=0 gesetzt wird, was wir ja dort auch taten.

Damit haben wir —ohne lange zu rechnen- unsere Ausgleichgangsgleichung

bereits gefunden. Sie hat eine ganz analoge Form zu Gl.(34), Teil I, Seite 36.

Dort ergab sich fir ein Teilchen, das sich in einem konstanten Potenzial V
2 42

auf der x-Koordinate bewegt der Ausdruck: - ——x—y +Vy =Eg¥ .
2m dX2

Damit starten wir also unsere Uberlegungen von bekanntem Gebiet aus.

Allerdings ergab sich der Operator L2 in Gl.(1) zwar fur ein Teilchen der
Masse m, das eine Bewegung in drei Dimensionen ausfuhrt -namlich die Ro-
tation auf einer Kugeloberflache, also eine Rotation um einen Mittelpunkt-,
jedoch erfolgte diese Rotation auf konstantem Radius r, so dass wegen
r =congt alle Differentiationen nach r verschwanden (siehe Teil I, Seite 61).

Wir kénnen aber nur dann die quantenmechanischen Berechnungen verall-
gemeinern bzw. weiterfihren, wenn wir r nicht mehr als Konstante, sondern

als Variable behandeln. Daher muss der Operator L2 noch um einen zusétz-
lichen Term ergéanzt werden. Damit ergibt sich schon unsere néchste Aufga-
be, namlich bestimmen eines Operators, der eine Radiusvariation ermoglicht.
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Kugelkoordinaten-Operator eines Teilchens mit Rota-
tion auf variablem Radius

Hierzu greifen wir zurick auf die in Teil 1l, Seite 61 in GI.(107) und GI.(108)
angegebenen Operatoren, aus denen wir spater L2 herleiteten. Es ist

T
@y =T R xleéJ r

1 ‘HJ )l

n Kugelkoordinaten der Vektor r ausschlieRlich in r-Richtung zeigt, gilt

r
X— .

r r xsinJ

Da

(3)..]F =|r]e; +0%¢) +0g

Da r nunmehr als Variable behandelt wird, ist zu beriicksichtigen, dass sich
L
der Nabla-Operator N der Wellenfunktion Y der GI.(2) nicht mehr nur auf

ﬂl(Y) sondern auch auf das im Ausdruck fur den Basisvektor der GI.(3) im-
r

plizit enthaltene r bezieht. Es ist also

N il

@)..IN, Y :W(JD«'Qr <Y )

Der Index r des Nabla-Operators soll hier anzeigen, dass der Operator sich

auf die Radiusvariation bezieht. Da wir den Laplace-Operator N2 der Wellen-
funktion Y suchen, benottigen wir die zweite Ableitung. Diese ist

r L
3 72 e 0
R,2y = (& xv)=""C" xv = bzw.
SR T
(5)..|N,2Y = 1><“—( XY )
Il qr?

Nach erfolgter Anderung des Radius r soll die Rotation auf geandertem, a-
ber nun wieder als konstant anzusehenden neuen Radius erfolgen. Es kann
dann die fur den Kugelkoordinaten-Operator L 202 gefundene L6sung,
s. Teil Il, Seite 65, GI.(113), beibehalten werden. Allerdings tritt der Radius-

Operator N, als zusatzlicher Term zu L? auf. Es gilt also:

6)..|N?Y =R, %Y +L2Y

Zum besseren Verstdndnis des Laplace-Operators fur die Radiusvariation
N, 2 werden im folgenden Abschnitt verschiedene Schreibweisen gezeigt.

Aus Gl.(5) ergibt sich:

N, 2Y ——x—g‘iXY LS
r fre r e
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EBLEME ML
r fr r fre TNrg
2
T LA LA .4
rfr r fr q2
g 2y 2 Y 17
(7). N Y = =x—+——
rofr  q?
& 2y 0
=L oY 2, 7Y
@) 11,2y =L X &2,V @
r2 ré o
Die Richtigkeit von GI.(8) kann man leicht nachprufen, in dem man die Ablei-
tung 1? &2 1‘1"Y 0 ausfuhrt. Es ergibt sich dann der in der Zeile tber GI.(8)
r e rg

stehende Ausdruck. Damit kdnnen wir uns spater den passenden Operator
aussuchen. Zunéchst rechnen wir mit dem Ausdruck in GI.(8) weiter.

Einsetzen von GL.(8) in Gl.(1) ergibt

-Lxgi ‘ﬂéaezxﬂ +i><L2Yu+V><Y ExY bzw.

2m &2 fré o r2 u
_h 1T aezxﬂ +L2Y gtV xY =ExY und wir erhalten
2m 2 e‘ﬂre T o v

. h,1 N2Y]+V><Y E XY
2m r2

Damit haben wir eine analoge Form zu GI.(1) erreicht. Dies ist insoweit
durchaus nicht unwichtig, als dass wir uns noch auf bekanntem Gebiet be-

wegen, es hat sich lediglich der Operator der Wellenfunktion N2y geandert,
der nunmehr lautet:
N2y =g &2,0Y 0, LZYU

gfre Trog

Nun gehen wir einen kleinen Schritt weiter und multiplizieren den Faktor —
r

in den Operator-Ausdruck hinein. Dieser lautet dann

N2y :?xigazx—w 0, 12y
Té Mo r2
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Nun verwenden wir den Operatorausdruck aus GI.(5) und schreiben

i 61 ¢2 0
9)..|N2Y :@lﬂ—z(r xY)+i2><|_2Yu
g r g

Damit haben wir unsere erste Aufgabe erfillt. Wir haben einen Operator in
Kugelkoordinaten formuliert, der eine Radiusvariation zuldsst. Somit lautet
die Schrédinger-Gleichung

2
(10)..,- h—><{N2Y]+V XY = E XY
2m

Wir stellen fest, dass sich an der Form der Schrodinger-Gleichung weiterhin
noch nichts geandert hat. Damit ist diese Gleichung analog zur Wellenglei-
chung eines Teilchens im Potenzial V und der Gesamtenergie E, das wir be-
reits aus Teil I, GI.(34), Seite 36 aus der Bewegung eines Teilchen in einem
kastenformigen Potenzial kennen.

Die Ausdricke in GI.(9) und (10) sind nun unsere Ausgangsgleichung fur die
sich nun stellende dritte Aufgabe, die wir im nachsten Kapitel angehen, nam-
lich: Wie lautet der Operator fir ein Zwei-Teilchensystem.
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Operator fir die Bewegung zweier Teilchen

Unsere bisherigen Untersuchungen befassten sich mit einem Teilchen der
Masse m, das sich in einem Potenzial wie ,Kasten“ oder ,harmonische
Schwingung® befindet. Entsprechend gilt GI.(10) auch nur fur ein Teilchen.

Das Wasserstoffatom besteht aber bekanntlich aus zwei Teilchen, einen ein-
fach elektrisch positiven Kern (Proton) und einem einfach elektrisch negativ
geladenen Elektron, das sich in dem den Kern umgebenden Orbital aufhalt.
Da nun zwei Teilchen auftreten (Index 1 steht fur das 1.Teilchen, Index 2 fir
das 2. Teilchen) bzw. zu betrachten sind, dirfen wir schreiben:

h? o 2 h? o 2
(11)..- —— N12Y - —— NL%Y +V xY = E XY
2my 2mop

Dies ist schon die Schrodinger-Gleichung fir ein Wasserstoffatom. Dabei
bedeuten ml die Masse des Elektrons, m2 die Masse des Atomkerns, V das
zwischen Kern und Elektron herrschende Potenzial (sogen. Coulomb-
Potenzial).

Allerdings kénnen wir mit dieser Gleichung so nichts anfangen, da sich jeder

der beiden Operatoren le und sz auf sein eigenes Koordinatensystem

bezieht, eben auf das des zugehdrigen Teilchens, wir kommen ja von der
mathematischen Betrachtung eines Ein-Teilchensystems.

Beide Koordinaten sind von einander unabhangig. Daher bewirkt der Lapla-
ce-Operator le eine Differentiation nach den Elektronkoordinaten und der
Laplace-Operator sz eine Differentiation nach den Kernkoordinaten.

Damit stehen schon die néchsten beiden Aufgaben an, namlich Herleitung
des Coulomb-Potenzials und Einfihrung eines Koordinatensystems, das
zugleich fur Elektron und Kern gilt, sozusagen Einfuhrung eines ,Atom-
Koordinatensystems*.
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4.

Einfihrung eines Atom-Koordinatensystems

In diesem Kapitel wollen wir die Bewegung des Elektrons und des Atomkerns
in die Bewegung des Schwerpunkts (S) und die Relativbewegung der beiden
ml, m2, Teilchen zueinander auftrennen. Es ergibt sich dann zum einen die
Bewegung des Schwerpunkts als die Bewegung des Atoms als Ganzes, wo-
bei diese Bewegung hier nicht weiter von Interesse ist und zum andern die
Relativbewegung der beiden Teilchen zueinander, also die Bewegung von
Elektron und Kern in einem gemeinsamen Koordinatensystem, wobei diese
Relativbewegung genau das ist, was wir weiterverfolgen wollen.

Wir bendtigen also fir die Relativbewegung ein fir beide Teilchen gultiges
Koordinatensystem. Dazu verwenden wir folgende Geometrie:

X

Dabei ist

R(X,Y,Z) Abstand des Ursprungs des Atom-Koordinatensystems
zum Schwerpunkt der Verbindungslinie zwischen m1, m2.

ri(X, ¥1. 1) Abstand des Ursprungs des Atom-Koordinatensystems
zum Teilchen m1

(X2, Y2,25) Abstand des Ursprungs des Atom-Koordinatensystems
zum Teilchen m2

f= Fl - Fz Abstand der beiden Teilchen m1, m2 zueinander

Es ist

(12)... R xM :ml><rrl+m2 ><rrz und M =my +m,
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Damit haben wir die Koordinaten des Schwerpunkts (S) mit grol3en Buchsta-
ben R(X,Y,Z), die der beiden Teilchen mit ry(X1, y¥1,2) und ry(Xo,Y2,2Z5)
mit kleinen Buchstaben und den Abstand f =t - I, =(x,y,Z) ebenfalls mit
kleinen Buchstaben bezeichnet. Nun fiihren wir die Koordinaten zusammen.
Aus M =my + m, ergibt sich nach Division durch M:

m o .
1=—2 +% und nach Multiplikation mit r

m -
r :Vz X +% xr bzw. mit Einfihrung von R

m . .
r:R+V2><r +M ¢ R und hieraus mit f =1, - 1,

ror m .
r=t- 1, =R+ 12 ¢ + ™ ¢ _ R Somit st
M M

m N
Fl-F2:R+—2Xr-(?3R-ﬂXr9

M e M g
Daher qilt:

r m
(13)..41, = R+V2><r und

r
(14) )= R- —=x

Um GI.(11) in den Koordinaten f und R schreiben zu kénnen, miissen wir
zunachst die Differentiation einer Funktion Y (x;) durchfiihren, wobei x1 eine
Funktion von X und x ist. Hierzu ergibt sich aus GI.(13):

X1 = f(X,X).

Da wird also die Ableitung Y '(x;) suchen und x1 die innere Funktion von Y
ist, gilt die Kettenregel der Differentiation. Wéare z.B. x1 nur eine Funktion von

X gemal x; = f (X), so wurde gelten
Y _ Y JX Y 19X

X T X IX X
Oder ware x1 nur eine Funktion von x gemafd x; = f (x), so wurde gelten

Y _AY 1Y T

X g X X Tx

Da x1 aber eine Funktion von X und von x ist, gilt entsprechend der Additi-
onsvorschrift fir partielle Ableitungen:

X X Xy X Tx
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Mit diesem Differentialquotienten fihren wir nun unsere Berechnungen wei-
ter, wobei wir der Einfachheit halber nur die X- und x-Koordinaten betrachten.
Aus Gl.(12) ergibt sich nach Division durch M:

r
(16)... R(X,Y,Z):%xrrl LU

Damit erhalten wir aus Gl.(16) folgenden Ausdruck fur die Koordinate X:

(17)..1X =M o + ™2 o0 | und damit X =M o= M
M M ™ M M

Aus (18)... [ = Fl - Fz folgt fuir die Koordinate x:

(19)../X=X% - Xo|und damit £:1+0:1
xg

Wir kdnnen daher GI.(15) wie folgt darstellen:

iy _mi fY Iy

(20).. ) == xl XL

™ M IX X

Entsprechend diesem Schema fuhren wir nun die 2.Ableitung durch. Es ist:

12Y _ Tayo §ayofsx 1 aqyo fix

p? T ¥ s T Ehap IX £l g X

_ T @Yo X | Ty o Tx
X Emag x XEMa 5 T

2 .. ..
Yo T WY WWOoIX Tem Iv YO Tx
2 TXEM X fxgfxg T™éM X fxg T

Es ist ﬁ L und es ist & =1. Damit erhalten wir

ﬂXl M ﬂXl

1Y _ g A Y em fam 3V MY
2 TXeM X Txg M fxéM X fTxg

- x  +_=x 4 =

M2 qx2 M TXxx M " Ix X G

m® 9%y m 1Y om 17y 1P

% ml 92y L2m % +112Y

21)...
) e M2 ‘IIXZ M XX qx?

= [,2

Damit haben wir den Operator fur das 1. Teilchen, hier das Elektron, fur die
1Y
X2

X- und x-Koordinate ermittelt. Analog dazu ist nun zu berechnen.
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Auch hier betrachten wir nur die Koordinaten X und X. Entsprechend GI.(17)
gilt L O+E =—2 ynd entsprechend GI.(19) — =0-1=-1
X2 M M ‘ﬂ 2

Analog zu GI.(15) ergibt sich LA L ﬂY xﬂ— und es ergibt sich

xo X ﬂxz x X

analog zu GI.(20)

@2 [T e IY Y

™ M X Ix

Wieder in analoger Vorgehensweise zu x1 ergibt sich fur die 2.Ableitung
nach x2:

1Y _ Tamp Y Yo X Tam 1Y Y6 fx

fx,2 TIEM X T bo TN X g T

- Tam Y _fYom Team AV YO, )

HKEM X g M WEM X o

(23) 12y _m? 1y 2my %Y L T2y L2
m'ﬂxzz v 2 '|IX2 M 'ﬂX X 02 2
2 2 2 2
Analoge Ausdriicke erhalt man far i \; und i z sowie 'ﬂ_Y2 und i 2 :
vi Tz, fiy2 Tz,

womit (X, ¥1,21) und ro(X2, Y2, 2p) in Abhangigkeit von X und x festliegen.
Nun kénnen wir N2 und N2 fiir die Koordinaten X und x in GI.(11) gemaR
2 2
- h—><|\| 2y - h—xN 2y +V xY =ExY einsetzen. Es ergibt sich:
2my 2mop
h2 ‘HZY h2 V‘HZY

5" 5 +V xY =E XY
2rnl ﬂXl 2m2 ﬂXz

2 gl gy om vV v
2my 8M2 ﬂXz M X Xx ﬂng

h? @n® 92y 2mp 17V +‘|12Y0

+V XY = E XY
2m2 8|\/|2 @2 M XX qx? p

m? 12y h? omp 1%y h? giv
2m1 M2 X2 2m M OTXOMX 2mp g

h? mp® %Y h? 2mp 7Y h? 9P
2m2 M2 qx2 2m2 M ﬂX ><ﬂX 2my  qx?

+V XY = E XY

Wie zu sehen heben sich die Mischterme gerade heraus und wir erhalten
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chZ mp g2y h? gPy
2 M2 qx2 2m qx?

~h?2 mp 1% h? 13Y

A - +V XY = E XY
2 M2 qx2 2my qx?2

_ h% ml+m);nzv_ h? mp 12 % m 9P
2M 2 2 X2 2m my qx2 2my My qx2
2 2 2 2 2 2

_h_ n‘}l+m2)vﬂY_ h vmzvﬂY_ h xﬂvﬂY+VxY:EXY
2M 2 X2 2m my qx2 2my My qx2

Mit M =nmy + m, ergibt sich fiir die X- und x-Koordinate:

h? M J2Y h? (my+mp) 7Y

- > +V XY = E XY
2M 2 X2 2 mxmy
2 2 2 2
(24)...- h—><u h xu+v XY = ExY

2M  qRr? " 2m qr 2

my >mp
my +mp

Elektron und m, fiir Masse Proton). Da m2..]4—a - fache>>my, gilt:
Y

Hierbei ist m= die sogen. reduzierte Masse (nmy bzw. m, fiir Masse

(24a)..| - =——=5="—+ —@—° —

Es wird nun GI.(24) durch die Koordinaten (X,Y,Z)=R und (xy,z)=r aus-
gedrickt. Es wird also r1, r2 in Y (r{,rp) nunmehr durch die Koordinaten R

und r gemaR Y (R,r) ausgedriickt, wobei nach Gl.(13) rrl =R+ % xr gilt und
nach Gl.(14)... rrz =R- % X,

Wie zu sehen, haben wir mit Gl.(24) weiterhin eine uns bekannte Form der
Schrddinger-Gleichung vor uns, die allerdings noch sowohl die Koordinaten
fur die Schwerpunktsbewegung als auch die Koordinaten fir die Relativbe-
wegung enthalt.

Also lautet die nachste Aufgabe: Separieren bzw. Trennen beider Bewegun-
gen.

Seite 14 / 66



Abtrennung der ,inner-atomaren“ Bewegung

Wir wollen nun die Schwerpunktbewegung, also die Bewegung des Atoms
als Ganzes von der Relativbewegung, also der ,inner-atomaren“ Bewegung
der beiden Teilchen Elektron und Kern von einander separieren. Hierzu ver-
suchen wir den gleichen Lésungsweg wie bei den Kugelflachenfunktionen (s.
Teil 1l, GI.(118), Seite 167) und verwenden wieder einen Produktansatz, hier:

Y (Rr)= f(r) xg(R) und schreiben dazu in Kurzform Y = f >g. Damit kénnen
wir Gl.(24) wie folgt schreiben:

h2 g2 h2 g2
(24b)... _WxﬂR_Z(f XQR)'%Xﬂ_(f xgr)+V q{f, xgr)=EXf; xgr)

Bei der Ableitung beachten wir die Produktregel (uxv)=u+ux/, wobei der
erste Term nach R und der zweite Term nach r abgeleitet wird. Im ersten
Term ist f, aber nicht von R abhangig und kann demzufolge wie eine Kon-
stante vor den Operator gezogen werden. Im ersten Term ist gg nicht von r
abhangig und kann ebenfalls vor den Operator gezogen werden. Es ist

h2 1-[2 h2 1-[2
- — xf - —X x—f +V xf. xgp = E xf, x
oM ﬂR (gR) om o]~ ‘ﬂr ( r) r *Or r *Or

Nach Division durch (f, xgg) erhalten wir

2 2 2
h? 1 %0r h2 1 TP .

25
(25)... Y gR qRZ  2m f,  qr2

Damit hangt in GI.(25) der erste Term nur von den Schwerpunktkoordinaten
(X,Y,Z) und der zweite Term nur von den Relativkoordinaten (x,y,z). Die

potenzielle Energie als dritter Term hangt ebenfalls nur von den Relativkoor-
dinaten ab und E ist die konstante Gesamtenergie.

Nun kommt eine fur alle Separationsrechnungen wichtige Uberlegung: Da
Gl.(25) fur beliebige Werte von R und r gelten soll aber die Gesamtenergie
konstant ist, missen sowohl der erste Term als auch die Summe aus zwei-
tem und dritten Term jeweils gleich einer Konstante sein, d.h., es gilt:

~

2
- h XM konstant:Eg und
2M gR

h2 N,2f,
- —x—"_T =konstant = E;¢ mit Eg +E¢ =E.
2m  f,

Wir erhalten also die beiden separaten Gleichungen

2
(26).- 7 NR?(R)=Eq *g(R

und
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2
27)..1- g—mxﬁlrzf(r)w xf(r)=E¢ xf(r)

Gl.(26) beschreibt die kinetische Energie Egq =Eg der Schwerpunktbewe-

gung, also der Bewegung des Atoms als Ganzes. Zur Lésung von Gl.(26)
konnen wir den gleichen Weg beschreiten wie in Teil Il, Seite 67 zur Losung
von GI.(120) und erhalten einen Losungsansatz analog zu Seite 68, Gl.(122):

g(R) = Axe' R mit k :2|_p und | als de-Broglie-Wellenl&ange, wobei hier ana-

log zu Teil 1, Seite 24, GI.(16) qgilt: | = mit Eg als kinetischer E-

h
A 2M XES

nergie aus der Translationsbewegung des Schwerpunkits.

Wir interessieren uns jedoch nicht fur die Schwerpunktbewegung, sondern
fur die Relativbewegung, also die ,inner-atomare* Bewegung von Elektron

und Kern zueinander. Es ergibt sich mit f(r)° Y (r), E; © E und N,2° N?
aus GI.(27) der Ausdruck:

2
(28)..)- N {2 +V %y =Exv
2m
Hierbei ist
. é1 q2 U
nach GI.(9) |[N?Y mé”—(r xY)+i2xL2Yu
" 1r r 0
ae 2y §
nach Teil Il, Seite 65, GI.(113) L2Y :Q_ixl(sin\] xﬂ)+ 1 Y2
&snJ 1 W' §n?3 925

V das Coulomb-Potenzial
und es ist E die Gesamtenergie.

Damit haben wir mit den GI.(28, 9 und 14) sowie mit Teil Il, Seite 65, GI.(113)
die Schrodinger-Gleichung fur die wasserstoffahnlichen Atome vollstandig
beschrieben. Es ist sofort zu sehen, dass sich der Ausdruck in GI.(28) als i-
dentisch mit GI.(10) erweist, die eine Schrodinger-Gleichung eines Teilchens
ist, das sich im kugelsymmetrischen Potenzial befindet, wenn man die Masse

des einen Teilchens m durch die reduzierte Masse m:@ der beiden
m +mp

Teilchen ersetzt. Damit sind GI.(28) und GI.(10) sowie GI.(34) aus Teil I, Sei-

te 36 formal identisch und wir bewegen uns mit unseren Uberlegungen im-

mer noch auf bekanntem Gebiet.
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6.

Klarung der generellen Form der Wellengleichung

Wie lautet nun unsere nachste Aufgabe? Dazu betrachten wir den Operator

2

in GI.(9) etwas naher. Der erste Term des Operators lautet Eﬂ—z(r xY ) und
r qr

ist durch die Radiusvariation bedingt. Er bezieht sich auf eine Wellenfunktion

der Form (r xY ). Der zweite Term des Operators in GI.(9) gemaR izxLzY
r

bezieht sich nur auf (Y ). Insoweit ist die Darstellung der Wellenfunktion in
diese Operatoren nicht einheitlich. Daher lautet unsere nachste Aufgabe die
tatsachliche Form der Wellenfunktion zu klaren.

Als Losungsansatz versuchen wir erneut den schon bewahrten Produktan-
satz. Dieser Ansatz hat ja bereits bei der Separation der inneren Bewegung
und bei den Kugelflachenfunktionen zur Losung gefuhrt. Daher setzen wir an:
Y(r,d,j )=R(r)*r(,j ) und schreiben in Kurzform Y =R>Y. Jetzt setzen
wir diesen Ausdruck und GI.(9) in GI.(28) ein und erhalten:

2 é 2 ¥
(29)...- h—xe}xﬂ—(r xY)+i2><|_2Y3+v XY = E XY | bzw.
2m g qr? r G
h? é1 q? 1 . 5 u
(30)..]- — &= x— (r xR=Y)+ =2 (Rx)§+V {Rx) = EXR%Y)
2m g qr? r? o

Im ersten Term ist Y invariant gegenuber r, im zweiten Term ist R invariant
gegenuber den Winkelkoordinaten J,j . Wir kdnnen daher Y wie eine Kon-
stante vor den Operator des ersten Terms ziehen und R vor den Operator
des zweiten Terms. Es ergibt sich:

2 4 2 ¥
_h_ngx'"_(r «R)+-R L 2(Y)i+V xR RY = E xR =Y
2m gr qr2 r2 g

Nun dividieren wir durch (R%Y) und erhalten

2 e 2 )

_h 1 xﬂ—(r xR) + ! ><L2(Y)3+V = E formen etwas um

- 2m @(r xR) qr2 r2 xy g

h? €1 112 u he 1 o s
— X —— rRIg+V - E- —x—x_ =0, multiplizieren mit r

2m g(rR) .”rz( )g 2m 2y )

und erhalten:

6 h2 .2 2 0 K2
(31)...é~h—><r— 1 (1 R)+V 22 - Ex 25. 1 Ny 2(v)=0
& 2m (1 R) q2 g 2mY

Der Term in den eckigen Klammern hangt jetzt nur noch von r ab, der letzte
Term nur von den Winkelkoordinaten. Da R und Y beliebige Werte anneh-
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men konnen muss auch hier jeder der beiden Terme fir sich gleich einer
Konstanten sein. Die Gleichung ist somit separierbar.

Der Ausdruck L2fy ) aus G.(31) ist uns bereits in Teil Il, Seite 66, GI.(114)

2mr2
h2

begegnet, wobei dort L2fy )=- =- 2'—55/ war mit | als Massen-

tragheitsmoment und nach Teil Il, Seite 67, Gl.(118) die Separation mit dem

Produktansatz y (j ,J)=F( )*Q@) erfolgte, wobei in Teil Il, Seite 68 zur Lo-
sung der Differentialgleichung Gl.(121) die Substitution 8?><| +1) —%9 ver-
) 2

wandt wurde. Hierbei war | die Nebenquantenzahl, womit
| (| +1) % _Ey =-L% ist.
h?

GemaR dem hier vorgenommenen Produktansatz Y (r,J,j )=R(r)=v(J,j ) ist
sofort zu sehen, dass Y(J,j )°y (j ,J) ist.

Daher gilt analog L?(Y)=-1x(1 +1)» und wir kénnen Gl.(34) schreiben als

é h2 2 q2 LU

X X (r><R)+V><r Ex u-—><—><( | x| +1)%¢)=0 bzw.
@ 2m (rxR) qr2 g 2m
nachdem sich im Term aufRerhalb der eckigen Klammer Y gerade heraushebt
6 n2 2 2 U n2
LA (r><R)+V><r E><rzu+h—><lx(l+1):0.
g 2m (rxR) qr2 g 2m

Dieser nach Herausheben von Y verbliebene Ausdruck ist das eigentlich
neue in dieser unserer weiterfihrenden Berechnung. Er wird als radiale Wel-

lenfunktion bezeichnet. Multiplizieren mit ( 2R) ergibt
r
é h2 q2 U 2
& NI OR) Ly o) ExfrR)is st + 1) R 2
g 2m g 2m re

Etwas umformen fihrt zu

2 2
h_xm [V - E]{r xR) + h ><I><(I+1)MZO bzw.
2m ﬂr 2m r 2

h? 12(r<R) . €,  h?
§n><ﬂr—+gv+2m>4x(l+1)><—;><(r><R) Exr<R)

Mit P (r) =r > R(r) erhalten wir den Ausdruck

h? 2P € h?
(32).. -—><—+é/+—><l><(l+1)><—u><P E P
2m ﬂr é 2m rzg
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Damit haben wir nach dem Namen ,Radiale Wellengleichung“ auch deren
Form festgestellt. Es ist P(r) =r > R(r) . Wir werden auf diese Form im Kapitel

.Herleitung der Normierungsvorschrift* zuriick kommen

Damit sind GI.(28) und GI.(10) sowie Gl.(34) aus Teil I, Seite 36 formal iden-
tisch und wir bewegen uns immer noch auf bekanntem Gebiet. Es ist auch
hier sofort zu sehen, dass die radiale Wellengleichung formal nichts anderes
ist, als die Gleichung fur die Bewegung eines Teilchens in einer Dimension
mit dem ,effektiven“ Potenzial Vg gemaf

h?2 1 . .
(33).. Vet =V +2—><I X +1)><—2 und mit dem Coulomb-Potenzial V, wenn
m r
) ) ) ) ) xm
man die Masse m eines Teilchens durch die reduzierte Masse mz%
my +mp

beider Teilchen ersetzt.

Wie wir gerade festgestellt haben, ist die radiale Wellenfunktion das eigent-
lich neue an dieser weiterfuhrenden quantenmechanischen Berechnung.
Diese haben wir nun beschrieben.

Nun kdonnte man der Ansicht sein, dass nachste Aufgabe sozusagen auf der
Hand liege, namlich: Wie ist diese Gleichung zu I6sen?

Diese Aufgabe ware aber noch etwas verfriiht. Wir haben namlich zwei wich-

tige Begriffe noch nicht erklart: Die Coulombenergie und die Gesamtener-
gie. Dies wollen wir in den beiden nachsten Kapiteln tun.
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Das Coulomb-Potenzial

Die Kraft, die eine beliebige Ladung Q im Nullpunkt eines Koordinatensys-
tems auf eine Probeladung g ausubt, kdnnen wir in jedlem Raumpunkt r
messen. Wir sagen, dass die Ladung Q ein Kraftfeld F(r) erzeugt, dessen

Starke noch von der Grol3e q der Probeladung abhéngt. Es gilt:

(34)...£(r):&2>¢r
4p a~Ti kel

F ()

Der Quotient —*, den man definitionsgemal mit elektrischer Feldstéarke
q

1
E(f) bezeichnet, ist unabhangig von g. Es ist

35). BN =— 2

4p>€‘0>¢2

1
Bringt man eine Ladung q im elektrischen Feld E von einem Punkt P1 im
Abstand r1 zu einem Punkt P2 im Abstand r2, so ist die entsprechende Arbeit

r2r r2r r2
W= o xdr =gqxQE dr = 4>Q x(‘)d—; bzw.
ri ri 4p>e0 rlr
r2 N
we P 1 aQ @ 10
dpxeg iy dpxeg g2 g

Im beliebigen Abstand r hat die Ladung gq das sogen. ,elektrostatische Po-
tenzial®* W°V von

v(r)=- Q1
dp g T

Im Falle von Zwei-Teilchen-Systemen, das sind alle Ein-Elektron-Atome, wie
z.B. das Wasserstoffatom (H), das einfach positiv geladene Heliumatom
(He+) oder das doppelt positiv geladene Lithium (Li++), befindet sich in der
Atomhille stets nur ein Elektron mit der Ladung 1e, jedoch befinden sich im
Atomkern des Li: Q=3e, beim He: Q=2e und beim H: Q=1e an elektrischer
Ladung. Wir schreiben daher fur die Kernladung Q=27 *e und fur die Elekt-

ronladung e. Damit ergibt sich fir das Coulomb-Potenzial der Ausdruck:

2
Zxe” 1
(36)..[V(r)=- x=

4p xXxg I
Damit haben wir diese Aufgabe erledigt und kommen nun zum Atom-
Koordinatensystem.
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Einbezug der Ergebnisse des Bohr-Atommodells

Bevor wir die Losung der Radialgleichung GI.(32) versuchen, ist noch ein
wichtiger Begriff zu klaren, nadmlich die Gesamtenergie E. Dieser Begriff ist
uns erstmals bei der quantenmechanischen Untersuchung der Bewegung ei-
nes Teilchens mit harmonischer Schwingung in Teil Il, in Kapitel 6, Seite 22f
begegnet.

Wir bendtigen nun aber einen Ausdruck fur die Gesamtenergie des Wasser-
stoffatoms oder wasserstoffahnlicher Atome. Glicklicherweise kénnen wir
hierzu auf die Ergebnisse des sogen. Bohr'schen Atommodells zuriickgrei-
fen. Der Einbezug dieser Ergebnisse ist nicht nur ohne weiteres zul&ssig,
eben weil diese Ergebnisse bereits vor Einfihrung der QM bekannt waren.
Vielmehr waren es Nils Bohr und gerade eben die von ihm gefundenen Er-
gebnisse, welche die Entwicklung der QM mal3geblich forderten.

Das Bohr'sche Atommodell betrachtet das Elektron als punktformiges Teil-
chen, das von der entgegen gesetzten, elektrischen Ladung des Kerns an-
gezogen wird. Diese elektrische Anziehungskraft lenkt die Bahn des Elekt-
rons analog der Gesetze der klassischen Mechanik in Kreisbahnen.

Der Drehimpuls J eines Teilchens mit der Masse m und der Geschwindigkeit
v auf einer Kreisbahn mit Radius r ist

J=msvor.
Auf das Teilchen wirkt die Zentripetalkraft (Fliehkraft
mx?  mg
Frentr = =2 mit me als Elektronmasse. Auf das Elektron mit der
r r

Elementarladung e im elektrischen Feld des Protons Z > e gilt nach dem Cou-
lomb-Gesetz analog zu Gl.(34)

2
s ><i2 Die Zentripetalkraft, die das Teilchen auf der Kreisbahn
xe

|Fel (f)|:4p :

halt, wird durch die Coulomb-Kraft aufgebracht, was heif3t, dass beide gleich
grof3 sind. Es gilt:

(37)..|Fg (r) =Fzentr =

Dabei kann der Drehimpuls J nur ganzzahlige Vielfache des Plank’schen
Wirkungsquantums annehmen geman

(37a) . Esistalso J=n>h =mg > bzw. die Bahngeschwindigkeit

n>h . . .
(38)..)v = . Einsetzen von GI.(38) in GI.(37) ergibt
me X
.2
Z xe? xi_% &enxh 0 _%YnZXh2 _n2><h2
doxeg r2 1 @My I mZx? mgx3
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Hieraus ergibt sich

(39)../r =

ael|0>15‘o><hz° 2>€@o
8Z>(e2 Me 5 €Z g

Bei n=1 und Z=1 ist r @5,2930° M=

0,529°A=ag der sogen. Bohr'sche Ra-

dius, das ist der Radius des Elektrons im Grundzustand des Wasserstoff-
atoms. Damit gilt fir die potenzielle Energie im Coulomb-Feld des Kerns

2e® b

nach GI.(36) Vg (r) =-

4 >eq &rg

Zxe? & 7 0

(40)...Vpot(r):- G T=-

4p %y §n? xag 4

Z2x2 & 1

Fur die kinetische Energie des Elektrons ergibt sich mit

1 2 _ 1 me><v2

XV
Ekin =M WE =X und aus GI.(37) mit
r

r

1an>e 10 1 z%?
Xy = x—

2'Saes 125 2 %

Ek|n

2 7x? 1
= a—

4p xeg 2

2

" n
>€§9 und mit r —?xao

erg

2.2
1 Zexec & 1 0
(41)---Ekin ==X & 5 N
2 4p ey n‘xag g

1 : I
3 ¥ pot|- Die Gesamtenergie E ist

1 1 . .
(42)...E =V ot + Exin =Vpot - EVpOt :+§Vpot. Mit GI.(36) erhalten wir
1 1 _, e &1 0 .
E—+§VpO =-§><Z y4p>e xé >—. bzw. mit etwas umformen
0 gn” Xag
2 o2 2 u s 0 n2
E:-—xzzxe—aeizxi%xh_z&:-ixzzyé € Me 8 1 _Xh—
4p >y &n= g he Me 2 84p e % &n? xap 5 Me
é1u 0 p? hz2 & z2 §
E=-1xz? eiux(} 1 xh—und hieraus (43)..|E =- X 5.
2 &00 ¥n? xag gy M 2Me §n? xay” 4

Wie zu sehen, ist die Gesamtenergie nicht abhangig von r, sondern vom Zu-
stand n. Sie ist fUr jeden Zustand konstant. Diese Erkenntnis aus dem
Bohr'schen Atommodell erweist sich als grol3er Vorteil fir unsere weitere
Rechnung. Unsere nachste Aufgabe ist es, den Ausdruck fur die Gesamt-
energie aus Gl.(43) in die Differentialgleichung GI.(32) einsetzen, um damit
die Radialgleichung zu vervollstandigen.
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Bestimmung der Radialgleichung

Wenn wir den Term der effektiven potenziellen Energie Vg betrachten, so

konnen wir schon einige Aussagen Uber die Gestalt der Wellenfunktion ma-
chen. Es ist

2 2
a8y g =- 285 0 eyt
eff
dp>eg r  2m r2

Der erste Term ist die Coulomb-Energie des Elektrons im elektrostatischen
Feld des Kerns. Der zweite Term beschreibt eine Energie aufgrund einer
Zentrifugalkraft, die das Elektron durch seinen Drehimpuls verspurt. Fur | =0
besitzt das Elektron keinen Drehimpuls, das effektive Potenzial ist dann das
reine Coulomb-Potenzial und wirkt bei allen Abstdnden anziehend. Fur [ 0
fuhrt der Zentrifugalterm zu einem positiven Beitrag zur effektiven potenziel-
len Energie.

In der Nahe des Kerns (kleines r) dominiert dieser abstol3ende Term Uber die
anziehende Coulomb-Kraft, so dass das Elektron insgesamt vom Kern abge-
stoRen wird. Der Verlauf der effektiven potenziellen Energie unterscheidet
sich fur die Falle | =0 und | * 0 in der Nahe des Kerns nicht nur quantitativ,
sondern auch qualitativ. Fir grof3e Entfernungen vom Kern wird das Potenzi-
al in beiden Fallen jedoch identisch, da der Betrag des Zentrifugalterms
schneller als der Coulomb-Anteil gegen null geht. Daher kbnnen wir erwar-
ten, dass die Losung fir =0 und |1 0 sich in Kernnahe deutlich unter-
scheiden, die fur grof3e Abstande jedoch ahnlich sein werden.

2

o

[

@D

=

Ll

@

— 2
= 1Ur
c

s

2

=-1/r

Abstand, r
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Betrachten wir dazu wieder unsere GI.(30), wobei wir nun nicht den Radius-

2
operator Ex‘”—z(r xRxY) verwenden, sondern den Radius-Operator nach
r qr
Gl.(8) gemaR i><18€2><1(Y)9:i><1§2><1(R><’\()9 Wir setzen nun
2 fré T g (2 Té T o

diesen Ausdruck in GI.(30) und fiihren die Separationsrechnung nochmals
durch. Wir erhalten
h? €1 Tee2 T (nads L o 2l
- —Xa—%—CF“X—(RXY )5+ — XL (RXY);+V(r) XR XY )= EXR XY
S 5 o Bk (RS S 2RV () {RR)= EARY)

h2 Y Tz TRE. R, 2/l

C g QP 2 24 2 (V) + V() {RRY) = E {R®Y
2m &2 ﬂrgr rrz‘+r2>< ()H+ () X{R)= EXR)
h2 Y Sz TRE. R, 20l

 xa t x PE&F2LIROL T g 2(y )+ v(r) XRRY) = E XRRY
mxgr_z ir & reg 2 ()H OARA)=EARA)
h2 é 1

Nun differenzieren wir den ersten Term und verwenden L2(Y): -l +D %Y

2 é & 2R 2
_h_xézixggrxﬁﬂhﬂ—uw(rwh_x%nx(|+1)>ev E=0
2m grexR & r " H 2m rexy

2 & 2 S 2
-h_><é22_rxﬁ+ ? 'R G+ V(1) + o x A (1 +)- E2=0

2m gr2xR T r?xR r%g & 2m ;2 p

Multiplizieren mit R ergibt

2 é u e 2
_h 2 ‘”R+Hu+9\/(r)+h—xixlx(l+1) = xR 0

©2m @r T w2y & 2m 2 o
é 0 omee 2
2 R 1°R +2_ng V(r)_h_xix;x(ul) xR=0
g T w2g n?§ 2m 2 o

2 0 o 2 2
e'"e_R 2,JR: +2_m<;E Z>e 1-h—><i><l><(|+1) xR =0

45
()@‘ﬂr r‘ﬂrghg4p>(e0r2mr p

Gl.(45) ist zwar adaquat zu GI.(32) unterscheidet sich jedoch dadurch, dass
als radiale Wellenfunktion hier nicht P =r:R(r) sondern einfach nur

R =1>R(r) auftritt. Damit kénnen wir als Aufgabe im nachsten Kapitel ver-
suchen, fir diese einfachere Radialfunktion R(r) aus GI.(45) einen geeig-
neten Lésungsansatz zu formulieren.
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Zunachst fuhren wir jedoch die Aufgabe dieses Kapitels ,Bestimmung der
Radialgleichung® zu Ende.

Dazu verwenden wir das aufgrund der nun moglichen Konkretisierung der
Differentialgleichung sehr wertvolle Ergebnis des Bohr'schen Atommodells
fur die Gesamtenergie E und setzen den Ausdruck fur E aus GI.(43) in unse-
re Radialgleichung GI.(45) ein. Es ist dann:

- g ® 12 2 2 2 12
gﬂ+gxﬁa+2_m(;_ h x Z + Zxe xlx%xh__h_xixl X(|+l) XR 0
a2 1 Trg n2§ 2me n2xay? 4p>ep r h2 mMe 2m 2 p

Wir haben hier den zweiten Term in der runden Klammer geschickt erweitert,

2
xep xh
um nach GI.(39) 4p2—0:a0
kirzt ist. Nach GI.(39) kann hier noch nicht mit Z=1 gerechnet werden. Erst
im Kapitel ,Herleitung der Normierungskonstanten wird sich zeigen, dass

dies zuldssig ist. Daher erhalten wir:

Zu substituieren, wobei hier Z herausge-

2 U 2 n2 2 2 2
e“e_R 2, R 2mez 17 2 Exlxh_-h_xixlx(ul) XR=0
aTre 1 ‘ﬂr[;I h? g 2me p? Xao ag r mg 2m 2 p
Ausmultiplizieren ergibt

2 u e 2 0
1 R+2xﬁ e My 27 L 2. 02M 1 i +1)TR=0
a2 T 'ﬂfg € Mo n?xap? 3 I Mg 2 P
Nun substituieren wir noch x=—— und erhalten mit

ap
(46)....r =ag xX| sowie nach Gl.(24a) mit m@m, den Ausdruck
é 2 u 2 + O
élzyﬂR§X)+ 2 1 TRXEE 1Yzz - 1 .7, |x(2| 1) 9 <R(x) =0
gag-  Tx apx 8 X g & n?xay® QX a  ay® %

Da hier nach x abgeleitet wird, konnte a; als Konstante jeweils vor den Ope-

rator gezogen werden. Nach Multiplikation mit a02 lautet die zu lI6sende Ra-

dialgleichung mit x = L.
ap

42 2 oy
(47)“.911 R() | 2 ﬂR(x)U 22 232 11+1)8

xR(X) =0
& Tx° Xﬂxggn X x> 5

In diesem Ausdruck ist nur noch die Radialwellenfunktion R(Xx) selbst die zu
suchende Unbekannte. Alle anderen Ausdriicke konnten geklart werden.

Damit verlassen wir das Gebiet der Physik und bewegen wir uns ab hier nur
noch im Gebiete der Mathematik. Sodann lautet die nachste Aufgabe: Mit

welchen mathematischen Ansatzen kann diese Differentialgleichung gel6st
werden?
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10.

Herleitung des Losungsansatzes fur die Radialglei-
chung

Wir gehen zurtick auf GI.(45) gemal

2 N ® 2 2
eﬂR 2ﬂR+2_ng Zx~ 1 h 1

g‘ﬂr_ r ‘ﬂr[;I h 8 4p xe r_§nxr_>dx(l+l)QXR 0
Im Grenzfall r ® ¥ gehen alle Terme mit % und iz gegen Null und es
bleibt der Ausdruck ubrig: r

‘HZR(r) _ 2mxE 2m: E

(48)... xR(r) =- k2 xR(r)| mit (49)..|k? =

‘ﬂr2 h?2

Die LOsungen dieser ubrig gebliebenen Differentialgleichung erfillen alle das
asymtotische Verhalten der Radialfunktion R(r) fir r ® ¥ . Zur Lésung von
Gl.(48) kénnen wir den gleichen Weg beschreiten, wie bereits fur Gl.(24b) bei
der Schwerpunktsbewegung bzw. wie schon in Teil Il, Seite 67 zur Losung
von Gl.(120). Wir erhalten nattrlich auch in diesem Falle einen Losungsan-
satz analog zu Tell I, Seite 68, GI.(122) oder Teil Il, Seite 6 und 7 gemal:

(50)..|R(r) = Axe'" + Bxe K

Beweis:
] 2
TR _ Asiksel® - Bikxe M bzw. TR = A%i2k2 sl + Bx2k2 %e K und
fir qr 2
1°R

ﬂr—z—-k ><(A><e +B><e'kr) k? xR(r) g.e.d.

Fuar E>0 wird k eine reelle Zahl und der erste Term Ry(r) = Ay 'K stellt eine

auslaufende Kugelwelle dar, welche ein Elektron beschreibt, das bei positiver
Gesamtenergie den Kern verlassen und das Raumgebiet r ® ¥ erreichen
kann. Fur E>0 bleibt aber der erste und zweite Term imaginar, d.h. beide lie-
fern keine Lésung.

Fur E<O gilt anstelle GI.(49) ng. GI.(51)

kr

2 >(- E):i2y2rr>E

2 _
(51)..|k?% = " "

und anstelle GI.(48) gilt Gl.(52)

2
(52)...“11:*5”:-2“‘(2' E) R(r) = +2: =k2 xR(r)
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Wir versuchen fiur diese Differentialgleichung den Lésungsansatz

(53)..|R(r) = Axe X + Bxe*l

Beweis:
2
%:- Axk xe K 4+ Bk xeK bzw. ﬂ—zR:+A><k2 xe K+ Bxk2 %tk und
r qr
1°R

LERAP ><(A><e' K1 B xe™ ): k2 xR(r) g.e.d.

1r 2 —

Fur E<O entspricht der erste Term einer einlaufenden Kugelwelle, bei der das
Elektron aus grofRer Entfernung kommt und sich dem Kern nahert (Sto3pro-
zess). Der erste Term ist reell und liefert eine L6sung. Fur E>O0 ist aber auch
der zweite Term reell. Er stellt jedoch keine Losung dar, weil die Wellenfunk-
tion normierbar sein muss. Dies ist nur der Fall, wenn auch fir r ® ¥ die
Radialfunktion R(r) endlich bleibt, was beim zweiten Term nicht der Fall ist.

E<0Q

Zur Abbildung: a) Aus- und einlaufende Kugelwellen eines Elektrons im ku-
gelsymmetrischen Potenzial mit positiver Gesamtenergie E<O und b) expo-
nentielle abklingender Amplitude der Wellenfunktion fur E<O.

Damit haben wir mit GI.(53) einen geeigneten Losungsansatz gefunden. Es

ist R(r) = Axe k' Anstelle des Vorfaktors A setzen wir eine allgemeine Er-
weiterung gemall A=u(r) an und versuchen als Losungsansatz den Aus-
druck:

(54)..|R(r) =u(r) x ¥
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Aufgrund des Ergebnisses aus dem Bohr'schen Atommodell fur die Gesamt-

energie E kbnnen wir nun auch den Exponenten der Expotentialfunktion e kr

in unserer vg. Lésungsformel exakt bestimmen.
In GL.(51) war k? =2—r2‘r {- E] und in Gl.(24a) m@m,.
h

. . 2 .
Wir schreiben daher k? @ % JE] und erhalten mit E aus GI.(43) gemaR
h
é 2 2 u 2 é 2 2 U
6 =- 1 x—2_(den Ausdruck k? @ €6 ——x—Z g bzw,
8 2Me  n° xan” f{ he & 2Me n®xay”§
Z h2 2
(55)...k @——|und (55a)..|E=- — X
n>ag 2mg

Somit ist - kx @ X und mit Gl.(46) gemall r =ag>x ergibt sich

nxagp
zZ zZ
-kx @ xag XX =- — xx also zusammenfassend
nxag n
zZ zZ 1
(55b)..|- kxr @ X =-—XX=-=-p
n>ag n 2

Damit lautet unser Lésungsansatz

z
(56)...R(x) = u(x) xe n wobei wir mit (56a)../u(x) = Q ap, *X"

fur u(x) den Potenzreihenansatz versuchen. Damit setzen wir an:

Z
(56b)... |R(x) =e ”yéan "
n

Wie bereits festgestellt, befinden wir uns auf rein mathematischem Gebiet.
Unsere néchste Aufgabe lautet also: Losen der Radialgleichung mit diesem
Ansatz.

Mit dem Wort ,versuchen® ist gemeint, dass man fast immer die Losung einer
Differentialgleichung erraten muss und mit der Methode ,Versuch und Irr-
tum* arbeitet. Daher bendtigt man fur die L6ésung von Differentialgleichungen
Gluck, Geduld, Erfahrung und sehr oft auch Inspiration.

Mit dem hier getroffenen Ansatz werden wir allerdings keine solchen Proble-
me haben, denn dieser Ansatz ist schon fast 100 Jahre lang erprobt, d.h. er
~unktioniert* wie wir gleich sehen werden.
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11.

Explizite Losung der unnormierten Radialgleichung

Wir beginnen nun mit der Lésung der Radialgleichung Gl.(47) und fuhren da-
zu unseren Losungsansatz explizit aus. Es ist:
z z
' 2

B X -2 1 0 1
RX)=e N xqa, " =e N X.+a_,xx “+a.1xX "+agxX  +aq XX +a, XX +..

Dabei ist der Summationsindex uneingeschrénkt, d.h. er durchlauft den ge-
samten Wertebereich der ganzen Zahlen. Nun fihren wir die erste Ableitung
durch. Es ergibt sich:

R 7 -ix Zx
TR~ Zgn Qap " +e n {.}
x n n

. +a - 2)oc 3+a - 1o 2+ag {0)p0+ag {+ 1) 00 +a, o+ 2)od +a 35+ 3)c. |

Wie zu sehen, kdnnen wir diesen Ausdruck einfacher schreiben. Es ist:

é u
é L a
'HTI(X) —é Z xR(X) + g 33 x n »a, x""1U. Fur die zweite Ableitung folgt:
X € n u
& u laa2443
& v u
°R Z 1R z -ix “x
TR __Z JRK) 2 n ><an><an><x'n1+€‘Irl A n A - 1a, <2
T[XZ n T[X n n n
12RO _ze Z0 STRO) . o
:§_9x§ +e N x@nsxa, o Uie 0 s n - 1), 2
‘|]x2 e nNgt€ Ix n u n
e u
Man sehe

Lora - 2o oo b ra - - 2o 3 +ay +1)4{0)20+a,42) 1) 00 +a5{3)42) o< |

Nun kénnen wir schon erkennen, wohin zunachst die Reise geht, namlich die
Terme R(x), R'(x) und R”(x) solange in GI.(47) substituieren, bis in dieser
Radialgleichung alle diese Ausdriicke verschwunden sind. Wir beginnen nun
mit der etwas langlichen Rechnung mit Gl.(47) gemal:

e‘ﬂzR(x) 2 ‘HR(X)U z? L2211 +10

TXR(x) =0 und somit

8 x> x T g 8 n2 X x> 5

76 SIR(X) U2y
2 20,6 , ™ xQ na, xx 1u+e N x@ nn - )a, )2+
e nﬂg fix n 0 n
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u
—X 7
+89_?9xe._xR(x)+e N xg noa, " W0y
éxg € n n u
é Q
& 72 L2Z 1x1+1)9 L
L T , e n xQ an " =0 bzw.
n X X“ g n
é z z u
Z ~ Z -—X . -—X 14
2 _9x§._xR(x)+e N x3nxa, " tre 1 xJnsa, L0+
¢ v n
e Ng€ n n n u
e u
2y
Lte N xAnsh-1)a, 2+
n
a2 X L ;
+Q_9xe- Zxen xq an " +e N xJnsa, K" a,
exg € n n n u
e u
22 ,2Z bﬂ+no-5*
4G4 Txe N xga, " =0

8 n? X x? P n
Nun ist noch einmal R(x) zu substituieren und wir erhalten.

é z z z

Z6a Z X - g X i
8@—9@ Zxen xa, " +e " xJnxa, " T+e " x§nsa, "t
e nﬂe n n n n

é
ve n 8 A -2
. anxn-1)a, +
n
220 e X 1l:J
+q,—-><e- Zuen xQ a, o +e N x§nxa, ol 04
exg € n n n U
é Q
@72 27 1x+19 Zx
N Z

LG T x(z)xe” xg an *<" =0.

8 n? X X" g n
Ausmultiplizieren ergibt
6 _, Z z z a
~ 7 -—X ya -—X _ ya -—X 1.
Sr=5e N xQap x-S N x@noa, "l Se n Xé‘manxx”lg
= n n n U
é n n n Q

Ly
+e N x3nxn-1)a, "%+
n
€, 7 -Ix £ U
+8€ SxCxe n xda, K +Exe N x§noa, o104
€ X n X u
é n n a
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z
@72 27 Iq+1)0 -—x
T x(2 ) Txe N xgap " =0
n X X* g n

Z

- —x
Wie zu sehen, enthélt jeder Summand den Term e " der sich somit her-

" Z 1. :
auskiirzt und der Term - = x3 n>a, X’ 1 ist zweimal vorhanden.
n
n

? Z2 o Z o r].j_l;I o n-2
er——xq ap, " - 2x=xqnoa, " ta+rd n - Do, T+
A 2 n e
e N n n g n

e
+ e szxa o 42 xan>a ><x”1u+

e XN, g

® 72 +1)0
+C 22 22 1A 1)Ixé‘anxx'”:o

8 n X X" gn

2

Die Terme mit Z—2 heben sich gerade heraus. Es bleibt
n

-2><—><an>a\,><xn 1+an>(n 1oa, "2

+...
2 1,
...-—x—xaanxx”+—><an><a X
X n o
...+2—Z><éaIrl xx - I(l+1) a =0
X X2
n

n

Nun ziehen wir alle vor dem Summandenzeichen stehen x-Terme in den
Summanden hinein und kdnnen schreiben:

25 @ nay o0 e § o - ey w02+
n
144MN2A444448B 11444244483
2 5
ZxEXé ap "+ 2x§ na, 2+
n
144494244493 1494924443
3b 1
LH2ZxQ an X I+ D) xQ a, "2 =0
14442448 1444494244448
3a 4

Schlie3lich fassen wir geschickt in der angegebenen Reihenfolge zusammen
und erhalten
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c2x@inay 5072 2 sy o0 422 K g o7 2 s an 00 e
n
n n n n

S+ ap K2+ n - Da, X2 =0
n n

In der ersten Zeile kdnnen wir sogleich den dritten und vierten Term zusam-
menfassen. Damit ist

<0

+2x@ nsa, 72 - ZxEXén a, o 1+8z7 - 2
é ng

n n n

xQ an oL+
n
S+ ap K2+ n - Da, X2 =0
n n

Mit 2Z - 2 27 &?‘i —+=————= kbnnen wir schreiben
n e Ng n

(57)../+2x§ nxa, "2 - 2—Zxén xa,, o1 +mxé a, oL

n n n n n

e I+ an X2+ 8 0o - D, X2 =0
n n

Da der Summationsindex n den gesamten Wertebereich der ganzen Zahlen
durchlauft, gilt:

2

(58)..;anx, " =3 h- 1), %" 2| bzw.
n

n

(59)..|& an, "1 =8 ap. "2
n

n

Die Richtigkeit dieser Transformationen kdnnen wir sofort leicht nachprufen.
Fur GI.(58) gilt:

ana, xx”'lz{...+(- 2o 3+ (- 1)a g 2 +(0)mg o T+ (1)mg %O +(2)%m ot +.

n
abh-1a,. "2 ={...+(- 3pa_ g 4+ (- 2pa_ 3+ (- 1) x % +(0)ag xx'1+...}
n

Fur GI.(59) gilt:

éan ><x'”'1:{...+a_2><x'3+a_1><x'2+a0><x'1+a1><xO +as ><x1+a3><x2+...}
n

& ap. 2 :{...+a_1><x'4+a_2xx'3+a_1><x'2+a0 x L+a;x0+a, xx1+...}
n

Wie man durch dieses Hinschreiben sofort sieht, gehen die einzelnen Sum-
manden nicht verloren, sondern werden lediglich um eine Position nach
rechts verschoben. Aufgrund der unendlichen Anzahl der Summanden an-
dert sich nichts am Ergebnis der Gesamtsumme.
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Mit Hilfe von GI.(58) und GI.(59) erreichen wir eine weitere Vereinfachung der

GL.(57) in dem alle Ausdriicke mit x""1 in Ausdriicke nach x"~? transformiert
werden und erhalten

fiir - T><an s, o8 "1 mit GI.(58) - —xa(n 1), q %2

n

22>(n-1

22>(n-1) o) )Xéan_lxx”'z
n

for + 25257 7@ a1 mit GIL(59) +
n

n

Wir verwenden dieses Transformationsergebnis und schreiben

+2x3 nxa, xx"2- 2z xQ 0 -1)a,. 1><x”'2+—22>(n_ 1)><é ap. "2+
n
n n n

cm I+ x§ an 2+ §n - 1), w72 =0
n n

Jetzt kénnen wir wegen des Uberall gleichen Bezugs auf x"- 2 alle Summan-
den in eine Summenformel schreiben. Es ist:

gomay st 2 8 2o gy w02y 200 a2y
n n n n n
Q- I+ a, M2+ §ndn - D)y, )2 =0 bzw.

n n

4 2nx, x"2- ZTZX(n - 1)>a\,_1xx”'2+W>an_lxx”'2+

- DX+, M2 +n o - 1)a, X2 =0

Wiederum ausmultiplizieren ergibt

- 2Z:n - 2Z -
J 2nsa, "2 - . 2+ a2+
n n
n

...+22>ﬁn_1xXn-2 2nZ 1xXn 2
+h < - 1)- X1 +Dpa, w2 =0

Die Ausdricke mit 2—2 heben sich heraus. Die Ausdriicke mit 2Z ziehen wir
n

zusammen und den 1.Term in die geschweifte Klammer. Somit ist

3 +2xz:3- MOy, 1 32 +{h +n - 1)- I X1 +Dbsa, "2 =0
é ng

n

(60)..|8 S s +1)- 1 X +Dpa, +22 >€’i- ——><av 1u><xn 2=9
h 8
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Diese Summenformel ist fur alle x nur dann stets null, wenn jeder einzelne

Summand null ist. Somit gilt {n ><(n +1)- (R { +1)} an +27 &?‘i ngv_l =0
e ng

61).. 4 4 +1)- 150 + Db, =2Z>€%- 1%, 4
e (%]

Damit lasst sich a,, berechnen. Es gilt die Rekursionsformel

27 @ - 12

n .
< 2 v-1/mit ag =1.

(62)..an n {n +1)- 1 (I +1)><a )

Wie zu sehen, enthalt diese Formel die Hauptquantenzahl n und die Neben-
guantenzahl I. Wir wissen, dass die Hauptquantenzahl n der Gesamtenergie
nach GI.(43) bzw. nach Teil ll, Seite 13, GI.(29) nur die ganzzahlige Werte
n=123...annehmen kann und dass nach Teil ll, Seite 70, in der Gl.

2
E=1x +1)><2—><i2 der Faktor | ebenfalls nur ganzzahlige Werte anneh-
m

men kann, allerdings beginnend mit Null, gemafl3 1 =012,..., womit | <n ist
bzw. gilt 1 =01,2,..(n- 1)<n. Damit haben diese beiden Quantenzahlen fol-
genden Einfluss auf den Koeffizienten a,, .

Erreicht der Summationsindex den Wert n =n 5 =n, dann gilt nach GI.(61)

{nmax ><(nmax +1)' I +1)}>‘anmax :22"(23

6
n a

{{n+2)- I 1 +D}a, =22 %= - 19>an_1 b
<4

0

(63) [{{n+1)-1x1+Dba, =0

Da aber der Ausdruck in den geschweiften Klammern wg. | <n nicht null sein
kann, muss a, =0 sein. Dies ist eine wichtige Feststellung. Denn damit er-
gibt sich aus der Rekursionsformel GI.(62) fur alle auf a, folgenden Koeffi-
zienten ap4 =0, 1=1234,..., denn alle folgenden Koeffizienten beziehen

sich ja auf den jeweiligen Vorganger und wenn einer zu null wurde, dann
auch alle folgenden. Damit ergibt sich, dass die Summation nur bis
N =N max - 1=n- 1 durchgefiihrt werden muss, also bis a 4.

Erreicht der Summationsindex den Wert n =n,ij, =!, dann gilt nach GI.(61)

I min 0 min +2)- 1 X0+ D} @ min =22 éﬂr:n

6
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{I1 +2)- 1 <1 +)}>a, =2Z><?fl- 19><a|_1
en (%]

{I{1+2)- 11 +D}a, =o=2z>€d—- 1%, b
en g

N I I
(64)..|27 Xi;' 1§><a|_1:0
|

Da aber der Ausdruck in den geschweiften Klammern wiederum wg. | <n
nicht null sein kann, muss a|.q; =0 sein. Auch dies ist eine wichtige Feststel-

lung. Denn damit ergibt sich aus der Rekursionsformel Gl.(62) fur alle auf
a|., vorangegangenen Koeffizienten -aus dem gleichen Grunde wie oben-

aj.1-i =0, 1=2234,... Damit ergibt sich, dass die Summation erst ab
N =N pmin =! durchgefuhrt werden muss, also ab a.

Wir fihren nun noch die Substitution n =h+1 durch. Es ist dann die untere
Summationsgrenze n =h+1 =1 also h=0, d.h. die Summation beginnt nicht
mehr bei |, sondern bei Null. Fir die obere Summationsgrenze ergibt sich
n=h+l=n-1also h=n-1-1bzw. h=n- (I +1). Der Koeffizient heilt dann

an =ap4 - Damit erhalten wir den Summationsausdruck

n=n-1 h:n;(l +1) "

_ +
a ayX'= a apyxx
n=l h=0

Nun kdnnen wir diesen Ausdruck analog zu GI.(59) wie folgt umschreiben:

h=n- (1+1) h=n- (1+1) h=n- (I+1)
o h+l _ o | _ 2
65)... Apy XX = ap XX XX =X X ap XX
a h+ a h a h
h=0 h=0 h=0

Selbstverstandlich haben wir beim Umschreiben der Koeffizienten hier den

Faktor x beriicksichtigt. Dies ist ja gerade der Effekt dieser Substitution.

Damit haben wir die Mathematik erfolgreich zu Ende gebracht und die L6-
sung der Radialgleichung lautet:

Ly h=n- (1+1)
66)..|RX) =Ry, (=e " xx & apx"
h=0

Mit der Substitution n =h+1| ergibt sich die zugehdrige Rekursionsformel

22{#1“

_ En g
T )+ +0)- 11 +D) ©

212

h-1

Hierbei zeigt der Index h des Koeffizienten nur den Summationsbereich an,
namlich, wie v in GI.(61). Er zeigt eben an, dass nun alle h durchlaufen wer-
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den, so wie vorher alle v durchlaufen wurden und so wie vorher a,, sich auf
a.q1 bezog, so bezieht sich jetzt a, auf ap_q1. Allein es sind dies nur Anzei-

gen, die keinen Einfluss auf das Summationsergebnis haben. Nur die Substi-
tution in den runden Klammern wirkt sich auf das Ergebnis aus und muss
daher in diesen Klammern auch ausgeftihrt werden. Es ergibt sich

ah:Zx_gv {n_(h+|)}
N h2+hl +h+hl +12+1-12-]

2 _{n- (h+1}

=7 % —_x*+ v N
=L h><(h+2|+1)>‘ah'1

Xanp-1

Nun ziehen wir den Faktor Z aus dem Ausdruck fur ay, ganz heraus und ver-
wenden als Rekursionsformel den Ausdruck ohne Z gemanR

67)..|ap =- 2, 4n-(h+1}

X@Anp-1 Mt ag =1.

" n hxh+2+1)
Damit wurde Z sozusagen vor die Summenformel gezogen womit der Sum-
® h:n;(l +1) o)
menausdruck lautet ¢Zx g ap, 1 ~ und wir erhalten:
h=0 a
| -E)X P> <) n-£|+1) h O
(68)..Rp (x)=x e " XZx g apx' ;| nun mit Koeffizient gem. GI.(67).
h=0 a

Dies ist die vollstandige Losung der unnormierten radialen Wellenfunktion.
Unsere nachste Aufgabe lautet nun, die Normierungsvorschrift fir diese Wel-

lenfunktion herzuleiten, um danach die eigentliche Normierung durchfiihren
zu koénnen.
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12.

Herleitung der Normierungsvorschrift flr die radiale
Wellenfunktion

Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron im Abstand r =0..bis.r =¥ zu finden
ist gleich eins. Nach der Kopenhagener Deutung der Quantenmechanik gilt:

y 2
QY ()| xdr =1. In Teil I, Seite 31, GL.(26) ergab sich fiir ein Teilchen, das

r=0
nur kinetische Energie besitzt die Schrodinger-Gleichung in der Form

2 q2
R At
2m ﬂxz
Gl.(1) ergab sich fir ein Teilchen im Potenzial V(x) mit Gesamtenergie

_ h? 7Y (%) _
Eges = Exin * Epot der Ausdruck - o ><‘”—2 +V(X) XY (X) = Eges XY (X) . In
X
Teil I, Seite 8 hatten wir dann, bezogen auf diese Wellenfunktion Y (x), die
¥
Normierungsvorschrift (‘j\l2 1Y (x)|2 xdx =1 mit N als Normierungskonstante
x=0
angegeben und in Teil Il, GI.(31) auf ein Teilchen in einem kastenférmigen
2 g2
Potenzial angewandt. Mit GI.(32) gemal} - 2— xg +Vgs XP = EXP haben
m qar

=ExY(X). In Teill, Seite 36, Gl.(34) bzw. Teil ll, Seite 5,

wir eine mit Teil I, Seite 36, GI.(34) bzw. Teil ll, Seite 5, Gl.(1) identische
Form der Schrodinger-Gleichung. Daher gilt in analoger Anwendung:

¥
(‘j\l2 >1P(r)|2 xdr =1 mit P(r) =r >R(r) und es lautet die Normierung:
r=0

¥
(‘j\l2 Ar ><R(r)|2 xdr =1 bzw.
r=0
¥ 1
(69).. ¢y * xR*(r) »dr =—
r=0 N

Bevor wir weiter rechen, fihren wir noch eine wichtige Nebenrechnung aus,
um zu zeigen, dass in der Radialgleichung GI.(68) der Faktor Z vor dem
Summenzeichen entfallen werden kann.

- E)X n- g+1)
Mit Ry () =2 e N x a an " aus Gl.(68) erhalten wir
h=0
2
OZxx x N xx g apxx ><dr:—2
r=0 h=0 N
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Einsetzen von x=—_ aus Gl.(46) und dr = ag xdx ergibt

ap
27 2
¥ o n-(1+1) o 1
(o Rl a apXx xnf xgr =——— bzw.
= = 2.2 agik  Z2N?
r=0 h=0 ag=x ao
¥ J2Z n-(141 2
o3 X ]" ) hl 2o 1
O 2o XX~ xe a apxXx| X ><dx—ﬁ
x=0 h=0 Z" xN
¢ ¥ ot
Somit ist N=€&x@3.U und damit die normierte Radialgleichung:
& r=0 H
_E»( n- I+1)
Ry () =[N]zo{x) e " x g ap=" bzw.
h=0
. -1 7
e ¥ u - X n-£|+1)
Ry (0)=6x§.0 x2xx) e n x g apx"
r=0 H h=0

Wie zu sehen, hebt sich der Faktor Z gerade heraus und es ergibt sich

¥ ot 2y n-£|+1)
u h

é
(70)..|Ry (0= €Q).4 x (x) e n xq apx
Gapls 144442 aq3

Normierungs- unnormierte..Radial funktion..ohne..Z
konstante..ohne..Z

Da sich also der Faktor Z gerade heraushebt, kann in den Ausdricken fir N
und R, (x) auf diesen Faktor verzichtet werden. Wir rechnen weiter mit:

¥ 22,5 In-(1+1) 2
3.2 X h 2 1 .
(71)..] Qap” " x N a apxx| X de:—z,anstelle GI.(68) mit
=0 h=0 N
_E»( n- I+1)
(72)..|Ry (0 =x'>e N x § “ap x"|und mit GI.(67) gemaR
h=0

(73).Jap =- 2xin- 1}

" n hxh+2 +1)Xah'1 mitao =1

Mit Hilfe dieser Gleichungen werden wir nun die Berechnung der unnormier-
ten Radialgleichung fur die ersten Zusténde explizit bestimmen.
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13.

Berechnung der unnormierten Radialgleichung far
die ersten Zustande

Wir fihren nun einige Rechenbeispiele durch, um die Summanden der ersten
Zustande (Orbitale) zu ermitteln. Dazu verwenden wir die Ausdricke:
h=n- (1+1)

Q h _ 0 1 2 3

A AR XX =tagxx tagxx +tap XX +agxx” +.. und

h=0

ap=- gxwxah_l mit ag =1 aus GI.(73) und
n hxh+2 +1)

E»( n- I+1)
R (X) = X xe N x a ap xx" aus GL.(72).
h=0
Das Prinzip ist klar: n und | als Festwert in jeden Summenterm einsetzen,
wahrend h beginnend mit h=0 mit jedem Summenterm um eins erhoht wird.
Auf diese Weise lassen sich nun die Summanden fir alle Zustdnde berech-
nen.

1s Orbital, Zustand n=1, 1=0: h=n- (| +1)=1- (0+1)=0

0
A an " =+apx® =1’ =1x=1
h=0
z
- S
Rpj(x)=1xe N

2s Orbital, Zustand n=2,1=0: h=n- (1 +1)=2- (0+1)=

1
Japx"=+agxx? +ay ot
h=0
0, e 20 1+O
= XX ><X
e G L
142*212!@2144443
a:-1>&>1:}
=5
1 1 & r 0
=1- Sxx==x2- X)==x62- — =
2 {2 %) 2% ag g
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2p Orbital, Zustand n=2, 1=1: h=n- (| +1)=2- (1+1)=0

0
Japx"=+agxx°
h=0

Y4
—X

Rn,| (X)=xxe N

X

=1xx0 =14=1

3s Orbital, Zustand n=3, 1=0: h=n- (1 +1)=3- (0+1)=2
é
a anp ><Xh :+ao ><X0 +a1 XX1 +8.2 ><X2
h=0
_(@ w0 + ae20 1+0 o + ae20 2+0 -—)><x
20 ‘?Lﬁﬁ%lﬁhzz&ﬂ % &3&5&4%
142%212&44443 142’&3&%&&4444&3
22, 2 21 2 2
al_j_x —X-A=- — an= —X-% —=t+—
32 3 36 3 27
2
=1- ZXX+£XX2 =1- ZL ir_
3 27 38.0 27 a02
_7)§( I
Ry (X)=1xe N -gxx+£><x29
’ 3 27 I

3p Orbital, Zustand n=3, 1=1: h=n- (| +1)=3- 1+1)=1

1

1

) h _ 0
aahXX —+a0><x +a1><x
h=0
(@ 0 % 20 1+1 X(ﬁ
142*221@2144443
21, 1
a1=- —%4=-=
34 6
I % 6
:1-1)()(:})&_})(9:} 2 - }L:
6 2é& 3 g 2X§ 3ag g
Z)X 1 1 I
Rnj(X)=x>e N X—@-—xg
2é& 3 g
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3d Orbital, Zustand n=3, 1=2: h=n- (| +1)=3- (2+1)=0

0
A an " =+apx® =1’ =1x=1
h=0
z
, X
Roj(x)=x“> N A

4s Orbital, Zustand n=4, 1=0: h=n- (| +1)=4- (0+1)=3
2

Jap " =+agx® +a;xx +a, xx? ++ag xS
h=0
w0 + ae 20, 1+0 o + ae 20, 2+0
= -—)><x +...
R A PIAr 2 € i aaiod e
0
142%212&44443 142@4%&4444&3
_ 23,3 _22.3 .1
a1=- —%X-A=- — 3.2_-7)@%——+—
42 4 46 4 8
3@‘29 (3+0 1 !
"8 40 3B H2U%D ¢
1A BRIP4 4478
211 1
33_ —X X =-
4128 192
=1- §X+—X2 - i 3
4" 8" 192
L 3 1 1 a5
Raj(x)=1xe N B e A e )
427787 192" 4

Auf diese Weise lasst sich die radiale Wellenfunktion fir alle Zustande be-
rechnen. Nun ist es noch erforderlich, die Normierung der Wellenfunktion
durchzufuhren. Der dazu erforderliche Rechengang ist uns bereits aus Teil Il,
Seite 8 bekannt.

Um bei den komplizierten héheren Orbitalen unnétigen Rechenaufwand zu
vermeiden stellen wir diese Aufgabe noch zuriick und beschéaftigen uns zu-
nachst mit den sogen. assoziierten Laguerre-Polynomen. Allerdings ist dazu
einiges an Vorarbeit zu leisten.
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14.

Die Laguerre — Polynome

Die assoziierten Laguerre-Polynome lauten:

(74).

21+
L2*Y(p) = (- 121 ><jpm Lot (P)]

Z

Hierbei ist h=n- (| +1) aus GI.(69) und ist nach GI.(55b) p=2kr, k= ,

n>xag

x=—— und p:2—z><x. Auch der Ausdruck 2 +1 ist uns aus Teil Il, Seite 70
n

ag

bekannt. Dort hatten wir festgestellt, dass die Energie E quantisiert ist und
nicht von der magnetischen Quantenzahl m abhangt. Da es 2l +1 Wellen-

funktionen zu jedem Wert von | gibt (eine fur jedes m), ist das Energieni-
veau mit der Quantenzahl | gerade (2| +1)-fach entartet.

Der Ausdruck L, (p) bezeichnet die sogen. Laguerre-Polynome. Fir diese

gilt:

(75)...

Ln+| (p) =

eP

(n+1)

o (pn+l e p)

d n+l

dp n+l

Mit GI.(74) und GI.(75) wollen wir nun die assoziierten Laguerre-Polynome
fur die gleichen Zustande wie zuvor berechnen.

1s Orbital, Zustand n=1, 1=0: h=n- (| +1)=1- (0+1)=0
Aus GI.(75) folgt:

eP

Ln+|(p):m

(p'”+I xe” p) bzw
100 g
&Y Vs
100 g
&Y Vs

v=e P

v=_(-1)=P

() =foe P+ px- 1P
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L (P)=€P e P x{1- p)
Lo (P =(L- p)
Dies eingesetzt in Gl.(74) ergibt:

2l +1 ora1d?Ht
Ly p=(-1) *—7 Lo+ (P) bzw
20+1
2l +1 20+1 _d
Ly (P=(2) XW(L p)

+ d
Lo —(-ﬂltggﬂ-p)

21+1

Ln

21+1

Lh (p)=1

Dies ist das gleiche Ergebnis wie bei Berechnung mit vg. Summenformel.

() =(-1x-1

2s Orbital, Zustand n=2, 1=0: h=n- (1 +1)=2- (0+1)=1
Aus GI.(75) folgt:

eP dn+| Lo
Ln+|(p)_(n+|) W(er xe p) bzw.

Ln+|(p) (2+0 2+Og 2+0>%_

(Uxv)=uw+ux

(u ><v)": u''x + 2u¥'+u '
u=p? v=e P
u'=2p v=(-1)pe P

vi=(+1)pe P

=
é

2
b )
ux)'=e p>4(2- 4p+ pz)

L (P)= (—7 <P P of2- 4p+ p?)
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L+ (p):%x(Z- 4p+ p2)

Dies eingesetzt in Gl.(74) ergibt:

21+1 ora1d?Ht
Ln " (M=(1) * e L () bzw.
p

420+
L2 (p)=(- )Z)Oﬂ”dp 2041 2 "(2 4p*p )

dl 1
L2 (p)=(- 1)1><—1—7(2- ap+p?)
dp* 2

2l +1

Ly (p=( )x—>( 4+2p) mit p—zTZxx

L2*Y(p) = 2- p):g%- _XX__EE_ _xxg_(Z x)

[%)

Bei der Berechnung mit vg. Summenformel ergab sich der gleiche Klammer-
wert, jedoch steht hier vor der Klammer der Faktor 1 wahrend oben der Fak-

tor 1 stand. Dies ist bedeutet jedoch nicht, dass eine Abweichung vorliegt.

Im Kapitel ,Herleitung der Normierungsvorschrift der radialen Wellenfunktion®
wird in den Anmerkungen zu GI.(70) gezeigt, dass sich der Faktor Z bei der
Normierung der Radialfunktion gerade heraushebt. Es ist sofort zu sehen,
dass dies naturlich auch fur Vorfaktoren gilt, die aus dem Laguerre-Polynom
herausgezogen wurden. Daher ist dieses Ergebnis adaquat zur Berechnung
mit vg. Summenformel.

2p Orbital, Zustand n=2, 1=1: h=n- (| +1)=2- (1+1)=0
Aus GI.(75) folgt:

eP dn+| Lo
Ln+|(p)_(n+|)!w(pn+ xe p) bzw.

—_

u ><v)": u''s + 2u¥'+u v

(U] =+ 3uTX+3uX U
u=p v=eP

u'=3p? v=(-1)pe P
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u'=6p v'=(+1)e P

u'=6 vi=(-1)pe P

(u ><v)"':(6><e' P +3x6px- 1)xe P +38p2 {+1)xe P + p3 - 1)
(

w)''=e P ><(6- 18p +9p? - p3)

Lo (P)= P xe P {5 18p+9p2 - p?)

1) ><3)

1
Ln+|<p>=gx(6- 18p+9p? - p?)

Dies eingesetzt in Gl.(74) ergibt:

21+1 ora1d?Ht
Ln (m)=(-2) * e L () bzw.
p

d2il 1
L2 (p)=(- 1)2’1*1*@ {6- 180+ 992 - p°)

d3
Lo m=( 1% 3 7(6 18p+9p2 - p?)

———x( 18+18p- 3p )

dpt

2
OI———>(18|o 6p)
dp?

3
a” 1 -6)=-1
dp3 6

La () = (- 2°%- 1)

Z+1

Lk =

Dies ist das gleiche Ergebnis wie bei Berechnung mit vg. Summenformel.

3s Orbital, Zustand n=3, 1=0: h=n- (| +1)=3- (0+1)=2
Aus GI.(75) folgt:

eP dn+| Lo
Ln+| (p) = (n+|)! W(er xe p) bzw.
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<h
Z
"
C—
3
+
N
C
%
+
c
é

u=p v=eP

u'=3p?2 v=(-1e P
w=6p  v'=(+1)e P
wrz6 (1P
(uxv
(u ><v)"':e'p><(6- 18p +9p? - Pg)

Lo (P)= (1>Q><3)Xepxe px(G 18p +9p* - pg)

1
L+ (p):EX(G' 18p+9p2 i p3)

Dies eingesetzt in Gl.(74) ergibt:

2|+1 o4 _d2H
Lh —( 1) XW n+|(p) bzw.

20+1
Lﬁlﬂ _( 1)2><)+1::d lx(6-18p+9p2- p3)

dp20*L 6
1
Lﬁl+1 )=(- 1)1 d X(G 18p+9p?- p )
___>{ 18+18p- 3p )
dp*
L2 = (- < of 18+18p- 3p2) mit p=Z s, 221, n=3
é 20
Lﬁ'ﬂ(p)——’(G 6p+p )=§>66 6 a0 dbzw,
6 g e3 g e 2 g

241 3 a% 29- 1>«§[ 2 x+ 2529
== 4X+ x2 2= 2X+ X == a -
Lh (p) >@ 9 e 3 27 %
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Bei der Berechnung mit vg. Summenformel ergab sich der gleiche Klammer-
wert, jedoch steht hier vor der Klammer der Faktor % wahrend oben der Fak-

tor 1 stand. Dies ist bedeutet jedoch nicht, dass eine Abweichung vorliegt. Im
Kapitel ,Herleitung der Normierungsvorschrift der radialen Wellenfunktion®
wird in den Anmerkungen zu GI.(70) gezeigt, dass sich der Faktor Z bei der
Normierung der Radialfunktion gerade heraushebt. Es ist sofort zu sehen,
dass dies naturlich auch fur Vorfaktoren gilt, die aus dem Laguerre-Polynom
herausgezogen wurden. Daher ist dieses Ergebnis adaquat zur Berechnung
mit vg. Summenformel.

3p Orbital, Zustand n=3, I=1: h=n- (1 +1)=3- (1+1)=1
Aus GI.(75) folgt:

_ eP dn+| o
Ln+l(p)_mxdpﬁ(pn e p) bzw.
eP d3+1 s 8] 341 9
Ln+l(p):(3+1)|xﬁg - =
" AT E U Vg

u=p* v=e P

u=4p> v=(-1wP
u'=12p2 v'=(+1)%e P
ut=24p v'=(-1)eP
u=24  v'=(+1)pe P
()= (24>e' P +404px- 1) P +6x42p% {+1)se P +4x4p3 x(- 1) P + p* {+1)e p)
(uw)=eP >‘(24- 96p+72p2 - 16p° + p4)

L+t (P) =m>ep e P "(24' 96p+72p® - 16p° + p4)

_1 2 3, .4
Ln+|(p)‘§"(24' 9%6p+72p°-16p~° +p )

Dies eingesetzt in Gl.(74) ergibt:
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21+1

Li ™ (m=(- 22" = g o (B) bz
21 1 241 d?1 1
Ln p)=(-1) 24+1 24
2|+1 3. d3 1 2 3, .4
Ly (@=(-1) xdp_3§>‘(24- 96p+72p° - 16p° + p )
1
d———x( 96+144p- 48p +4p )
dpt
2
d———>‘(144 9%6p+12p )
dp?
43
———><( 96+24p)=(- 4+ p)
dp®
L2 (p) = (- 03%- 4+ p)

21+1

L2006 ) it p=Z o 2, =3

L2 (p)=(4- p)= a%-_xx;_a%-_x__zy?-_x_

x(24 96p+72p°-16p3 +p )

bzw.

Bei der Berechnung mit vg. Summenformel ergab sich der gleiche Klammer-
wert, jedoch steht hier vor der Klammer der Faktor 2 wahrend oben der Fak-

tor > stand. Dies ist bedeutet jedoch nicht, dass eine Abweichung vorliegt.

Im Kapitel ,Herleitung der Normierungsvorschrift der radialen Wellenfunktion®
wird in den Anmerkungen zu GI.(70) gezeigt, dass sich der Faktor Z bei der
Normierung der Radialfunktion gerade heraushebt. Es ist sofort zu sehen,
dass dies naturlich auch fur Vorfaktoren gilt, die aus dem Laguerre-Polynom
herausgezogen wurden. Daher ist dieses Ergebnis adaquat zur Berechnung

mit vg. Summenformel.

3d Orbital, Zustand n=3, 1=2: h=n- (1+1)=3- (2+1)=0

Aus GI.(75) folgt:

eP dn+| Lo
Ln+|(p) = (n+|) W(er xe p) bzw.

eP d3

Ln+|(p):(3+) p3+2g 3+2>e.=f_
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u ><v)':u'x/+u X'

u ><v)"—u"x/+2ux/+u W

(

(

(L)'= U + U +3u +u X

(uxv) """ =u'tW+4UTXHOU TV HUY U
(

Ux) S BU 10UV HL0UT Y B U
u=p° v=e P

u'=5p* v=(-1)pe P

u"=20p3 v'=(+1)e P

u"'=60p? vi'=(-1)pe P

u'''=120p vir=(+1)e P

u''=120 vi=(-1)e P

Vo= (120>e' P +5x120px- 1)%e P +10560p2 {+1)>e P +1020p3 {- 1)xe P +56p* y+1)xe P +x° xe”

(us)=e P x(lzo- 600p +600p? - 200p° +25p% - p5)

(p) = P xe” P 4120- 600p+600p2 - 200p3 +25p% - p°
n+l

(12354 6)

_ 1 2 3 4 5
Ln+l(p)—on(120- 600p+600p“ - 200p~ +25p~ - p )

Dies eingesetzt in Gl.(74) ergibt:

41, | a2+ dZ*L
L2 ™ =(-1) el (p) bzw.

L2 p) = (- 1)2’2+1x&i*(120- 600p+600p? - 200p° +25p” - p5)
h dp2>Q+1 120
5
LE ™ p)=(- 1)5><—OI = ’(120 600p +600p? - 200p° +25p* - p5)
dp° 1

dl
___,( 600+1200p- 600p2 +100p3 - 5p )
dp1
d? 2
___y(lzoo 1200p+300p“ - 20p )
d 2
p
3
d___y( 1200+600p- 60p )
dp3
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d4
— = >(600p 120p)
dp”

45
E_%X( 120)=(- 1)

Lo () = (- 2° 4- =1

Dies ist das gleiche Ergebnis wie bei Berechnung mit vg. Summenformel.

4s Orbital, Zustand n=4, 1=0: h=n- (| +1)=4- (0+1)=0
Aus GI.(75) folgt:

eP dn+| L
Ln+| (p) = (n+|)! W(er xe p) bzw.

e
- G ,4+0 *
Ln+| (p) = (4+0) 4+o g ’Q:f

(Uxv)=uw+ux
(u><v)":u">v+2u>v+u><v

(L) = U + 3uTX+3UN U
(

ux\/)"":u""X/+4U YWU'V HUN Uy

u=p? v=e P
u'=4p v=(-1)pe P
u''=12p v'=(+1)e P
=24p vi=(-1)e P
u't'=24 vi=(+1)e P

(uw) = (2" P+ ax2apH- Yo P +6x12p2 {r1)e P + 4xdp3 - e P+ p* 1) P)
(uw)'"=e P x24- 96p+72p? - 16p° + p*

L+t (P) =m>ep e P ’(24' 96p+72p? - 16p° + p4)

_1 2 3, .4
Ln+|(p)‘§"(24' 96p+72p°-16p~ +p )

Dies eingesetzt in Gl.(74) ergibt:
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21+1

21+1 |
LR =6 97y Lo (B) baw.
p
2:0+1
2|+1 20+ _d 1 2
Ly (p=(-1) dp2>@+12 x(24 96p+72p°-16p3 +p )
1
2|+1 1.d° 1 2 3, 4
=(- 1) x——X24- 96p+72p“-16p° +
Lh ()dp1247( p+72p2- 16p°+p*)

d—l——x( 96+144p- 48p +4p )
dp*

Lﬁ'ﬂ ( ><—>‘( 96+144p- 48p +4p )

Lﬁ'ﬂ(p) ><—x( 24+ 36p- 12p +p )mlt p—z—zxx Z=1, n=4
2l +1 12 23 24 5 a2d 030
Lp (p) =2%24- 36X = X+12G—— X+ - C—— X+
6§ 4 e4 o €4 g
21+1 12 24 1.2 130
=—x24- 36%—X+12%- X" - =X
Ly (P 6 & 4 4~ 8 g
21+1 3,12 1 30
=4xl- —Xx+—-X"- —X°=+
Ln ~(P) ? 47 8 192 4

Bei der Berechnung mit vg. Summenformel ergab sich der gleiche Klammer-
wert, jedoch steht hier vor der Klammer der Faktor 4 wahrend oben der Fak-
tor 1 stand. Dies ist bedeutet jedoch nicht, dass eine Abweichung vorliegt. Im
Kapitel ,Herleitung der Normierungsvorschrift der radialen Wellenfunktion®
wird in den Anmerkungen zu GI.(70) gezeigt, dass sich der Faktor Z bei der
Normierung der Radialfunktion gerade heraushebt. Es ist sofort zu sehen,
dass dies naturlich auch fur Vorfaktoren gilt, die aus dem Laguerre-Polynom
herausgezogen wurden. Daher ist dieses Ergebnis adaquat zur Berechnung
mit vg. Summenformel.

Damit haben wir den Beweis erbracht, dass folgende Substitution mdglich ist:

n- I+1) ol 1
(76)..] @ apx"=L; (X
h=0

)| mit a, aus GI.(73).

Es ist also vom Ergebnis her gesehen unerheblich, ob wir mit dem vg. Sum-
menausdruck rechnen oder mit den assoziierten Laguerre-Polynomen

2 +1(2x), denn beides fuhrt zu den gleichen normierten radialen Wellenfunk-

Ln

tionen. Damit konnen wir far R, (r) aus GI.(72) gemafy

E»( n- I+1)
Rn (X) = x e N x a an " auch schreiben
h=0
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Z
—X
(77). Ry () =X e N X 27

Nun bringen wir den Exponenten der Exponentialfunktion in die gleiche Form

(2x)

wie in Gl.(54). Dazu substituieren wir anstelle von x=— aus Gl.(46) nunmehr
ag

. Z Z
mitz=—x=
n n>xag

xr =k x aus GI.(55). Einsetzen ergibt:

(78)..{Rn (¥) = z' xe? XLﬁI =

(22)

Nach Substitution z= (?Exo erscheint anstelle von x' nun z', was deswe-

en g
gen so ist, weil im Summationsterm GI.(66) -eben aufgrund der Substitution-
|

é?zx9 =7 gilt, und es hat sich der Exponent der Exponentialfunktion verein-
en g

facht, was ja auch Ziel dieser Substitution war. Im weiteren Schritt verwen-

den wir GI.(55b) gemaf3 p:22:25x:2 Z xr = 2kr und erhalten
n n>xag
| l
(79)..|Rn (p) = (;—p xe 2 ><L2'+1 mit p = 2kr

Damit kdonnen wir die Normierungsvorschrift wie folgt umschreiben:

¥
Nach GI.(69) ist ¢y xR(r)|* xdr =i2 bzw. mit G1.(78)
r=0 N

¥ g4 1, ? 1
(‘)r&é—pg>e2 2" (p) dr =—
r=0
¥ 2
Ll o0 LoPP | aa
0B p? e 2 AL 2| w2 = L
r:Oe g
¥ g 2 |
(‘)QE p9 e pﬂLﬁ +1(p)‘ x<>xdr =—— mit p=2kr ergibt sich
r:Oe g

2 2k g 241 2 9
80)..| & (kr)? e fﬂ 2kr‘ x2>dr = | mit k=—>—, p=2kr
()rg() L (2) 2 g P

Wir wollen nun mit GI.(80) im nachsten Kapitel die einzelnen Normierungs-
konstanten N explizit ermitteln.
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15.

Ermittlung Normierungskonstante und normierte Ra-
dialfunktion

1s Orbital, Zustand n=1, 1=0: h=n- (| +1)=1- (0+1)=0

¥ 2

(1 \2 o 2k Sy 2041 2.4 - L
Oo(kr) xe ﬂLh (2kr)‘ X ><dr—F mit | =0
r=

Lﬁ' +1(p) =1 ergibt

¥ 2kr gq12 o 2 1

hY - r —

e HA1” x Mr—F

r=0

Es muss partiell integriert werden.

Aus (uxv)=ux+ux/ ergibt sich ¢(ux)=cuw+cux' =uw

Also ist (‘u X = uX- (‘u'>v

Mit u=r?2 v=e XK
106 . . .
u'=2r v=E = %e 2 ergibt sich
e kg
N\ 1] e 2 % 1 O zkrl:I L |
X =8 —e - X/
o g e 2Kg t o
2
:-&r@ig xe” 2K .-
g ¢ %o H
r=¥
7 -.3 ~
:+g:2 = 19>e-2krl‘,’l_ :i
) 2
a e 2k % N
@ e g r=0

Die LOosungsterme stehen jeweils in den eckigen Klammern. Es gelten die In-
tegrationsgrenzen r =¥ und r =0. Fiur r =¥ werden alle diese Ausdricke

jeweils fur sich zu null wg. e ¥ . Fur r =0 wird nur der letzte Term nicht null

wg. e %=1 und weil der Term vor der Exponentialfunktion nicht von r ab-
hangt. Um uns Schreibarbeit zu ersparen, haben wir cu» in die eckige

Klammer des folgenden Lésungsterms geschrieben. Dies tun wir schrittweise
solange, bis alle r im Term vor der Exponentialfunktion verschwunden sind.
Dabei muss bei jedem Schritt der Vorzeichenwechsel vor der eckigen Klam-
mer beachtet werden.

Wenn man etwas genauer hinschaut kann man erkennen, dass schrittweise
nach r abgeleitet und die Exponentialfunktion schrittweise integriert wird und
dass es genugt, nur fur den letzten Term die Integrationsgrenzen einzuset-
zen. Es ergibt sich
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_+[+2>( >e ] :iz )3 bzw.
:+[— 2% 2"r]r=¥ =-2x’¥ - ( 2xe°):o+ 2><1:i2>(2k)3
r=0 N

Somit ist 2z%>(2k)3. Wir merken uns den Faktor (2k)3 auf der rechten

Seite dieser Gleichung. Die Normierungskonstante ergibt sich zu:

3/2
N =t (ok)32 = 2x(oK)3/2 @0

Die normierte Radialwellenfunktion fir das 1s-Orbital lautet ausgehend von
| 1

GL.(70) und GI.(79) geméR Ry, (p) = N>€% p® e 2" 241 (p)
&2 g
. 2I+1
mit p=2kr, k= , 1=0, n=1, p)=1
P n><ao Lh
L
&
Rn (p) = 22k) 3/2"%&1 >(1>e 2"y
2s Orbital, Zustand n=2,1=0: h=n- (1 +1)=2- (0+1)=
2 2k y 24 2 5 1
O (k)2 e fﬁLh (2kr)‘ x25dr = mit | =0 und
r=0 N
21 +1 _ . _ .
L (p)—(2- p) mit p = 2kr ergibt

¥
e 2 f2- 2kr|2 >dr = 12
r=0 N

Um auf die Schreibweise der rechten Gleichungsseite zu kommen, wie beim
1s-Orbital, erweitern wir mit (2k)3 und erhalten:

¥
2K)3 e 2K {4- 8kr +4k2r2‘ x2>dr =i2><(2k)3, Multiplikation mit r 2 ergibt
N

¥
c‘{4r 2. k3 +4k2r4]>(2k)3 e 2K xgr = i2>(2k)3
r=0 N

Auch hier muss partiell integriert werden und zwar jeder einzelne Term in der
eckigen Klammer. Um unsere beim 1s-Orbital angewandte ,gute* Ordnung
zu erhalten gehen wir alle Ausdriicke einzeln nacheinander durch.
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¥
1. Ausdruck: ¢y 2 %2k )3 se” 2K xar
r=0

Zur Erinnerung: Die eckige klammer im ng. Startterm cux/' beinhaltet den

Ausdruck u>v und damit Gber v bereits den Ausdruck ¢- 2_1k_ Dieser ergibt
e 2Kg

sich aus der Integration der Exponentialfunktion gemal3 v'=e” 2kt , die dann

16.- .
zuv=g& —k9e 2K fijhrt. Wir erhalten also folgenden Starterm:

e kg
k u
O = g 2 q2k)3 ¢ ZkB 2ru o Ve
—-@r>(2k3>€3-i9
e 2kg
. =¥
1 u
_+@>(2k 3>§ 2k0 2er,J :éx(Zk)?’
e 1] g

—+[ 8% ] ¥ ( 8><e) 0+8x=— X(2K)
8——2>(2k)
N
¥
2. Ausdruck: ¢y 8kr3%2k)% ™ 2 ar
r=0

é ,.2

=-& 22k 2 {2K)3 & =2 e A
é e 2Kkg
é .3

=+& 48k {2k)3 & 10 oy
8 e Ko f
¢ 3 16" ol

=-& 48k {2K)3 & =2 e Ay
g e Ko i
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4 N
-+ &+ A80f2K)° KF 1O eagg -Lqup
8 e XKkg g " N
, 1 R =¥
e '
= +é+48k>€e21k9 e 2 :$>(2k)3 bzw.
8 &g

—+[+24>e ] iz (2K )2
:+[+24>e' ZKr]rz =+24x ¥ - (+ 24>«e°):0- 24><1:i2>(2k)3
r=0 N

- 24= iz {2k )2
N

¥
3. Ausdruck: g+ 4k %r 4 %2k)* e 2 ar

r=0
NI - 3@ 10 .okl
W' = at4kr T {2k - —Ixe ‘- X/
o & A2K) E 2K g v o
é .
=- 6+16k °r 3 y2k)° >€i 9 "G- .
: T
= +6+ 48k %r 2 {2k)° E 1O 2y
e kg
€ 2 3 1 0'4 2k
=- 6+ 96k 2r {2K)3 F =2 e 2
2 2k g
g
é : u
=&+ 06k 2 {2k)3 B L9 s 2 g
g ¢ %o
, 5 . r=¥
u
- 6+96Kk >(2k3>€e2 0 e 20 =<
@ e %] g .
7 2 =¥
e .
=+é+96k2>g 1 g s 2 :i2><(2k)3 bzw.
8 e XKg N

=+ [— 24 2 ] i = é (2k)?
r=0
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_ - 2kr r=¥_ v 0)_ _ 1 3
=+[- 24> =200 ¥ - |- 245€°|=0+ 2420 == {2K)
r=0 N

24 = iz {2k )3
N

Insgesamt lautet die Normierungskonstante fur die drei Ausdricke:

1 11 11 5>/ 2
8- 24+24 = {2k)° bzw. N =Sx———{2k)¥? =~ (2K)3 2 22

N 2 (2) 2°(2) 24
Die normierte Radialwellenfunktion fir das 2s-Orbital lautet ausgehend von

[ 1

1L

GI.(70) und GI.(79) gemaB Ry, (p) = N>€% o0 e 2" 24(p)
e g

mit p =2kr, k:nxao’ =0, n=2, Lﬁ'ﬂ(p):(z- p)
1.1 312 GG P
R =Zx— A2k i 1)e 2 X2-
0l (P)=2 2 )T AR 2 2o )

2p Orbital, Zustand n=2, 1=1: h=n- (| +1)=2- (1+1)=0

¥ 2

O (k)2 e 24 ﬁLﬁ'ﬂ(zkr)‘ x> =—— mit 1 =0 und
r=0 N

Lﬁ'ﬂ(p) =1 mit p=2kr ergibt

¥ 1

fkr )2 e 247 54117 x 2 s ==

r=0 N

Um auf die Schreibweise der rechten Gleichungsseite zu kommen, wie beim
1s-Orbital, erweitern wir mit (2k)3 und erhalten:

¥
ke )2 {2K)3 e 2 41 x 2 xar = i>(2k)3, Multiplikation mit r 2 ergibt
r=0 NZ

¥
O 2r 4 A2K)P e 24 e = {2k)?
r=0 N
Auch hier muss partiell integriert werden. Wir haben nur einen Ausdruck.

¥
d(Zr 4 ><2k)3 >e- 2kr >dl‘
r=0
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Wir erhalten folgenden Starterm:

Qv = g+ k2r % x2k)® )ge i9>e' 2k E (v und daraus
e e XKg u

é 2 t‘J
=- &+ ak2r 3 (2x)? >€@r_+ e 2K
g Ke H

e 2 30 16 ol
=- &r 24k 2r {2k =2 e 2.
6 e 2Kg H
é , u
=81 2ak2 {2k)B A 1O ey
6 e XKg H
=¥
e ] u 1
—+e+24k2>(2k )2 s QA
@ e %] o} o
> \r=¥
10
e 2d A e = ot P2
e e a

r=0

r=¥
:+[- 6% 2'“] =-6x ¥ - ( 6><e0):0+6>4:$><(2k)3
r=0

1 3/2 _ k)32 0
oy e N e

mit k = ,h=2,72=1

n>xagp

Die normierte Radialwellenfunktion fur das 2p-OrbitaI lautet ausgehend von
1

GL.(70) und GI.(79) geméR Ry (p) = N >€d p? e 2P 2

Zﬂ

mit p=2kr, k= ,1=1, n=2, Lh p) =1
n><ao
3/2 1
_ 1 3280 " @ 0 -k
Rn,l(p)—(6)1,2>(2k) Koo G, e
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Bevor wir nun weiterrechnen, sehen wir uns die vg. untersuchten Ausdriicke
zum Integral cux' nochmals an. Es ist zu sehen, dass sich in der eckigen

klammer der Ausdruck (2k)® jeweils gerade heraushebt. Es fihrt also die

Normierung auf (2k)® anstelle der tiblichen Normierung auf 1 dazu, dass im

- 2kr r

einfach nur mit ' angesetzt werden

Starterm fur (‘u »/' anstelle von e

kann und zugleich in der eckigen Klammer die Erweiterung (2k)3 nicht mehr
aufgefuihrt werden muss. Dies bedeutet, dass anstelle p einfach nur r an-
gesetzt werden kann. Wir kénnen daher anstelle von GI.(80) gemani

¥ 2
O (kr)? xe= 2 ﬂLﬁ' +1(2kr)‘ x2 xdr :iz auch einfacher rechnen mit
— N
r=0
¥ 3
2k
(81)... (‘3891 0" ﬂ 2|+1(r)‘ x2 g = (2K
r=0°° 2 NZ

Damit werden die ganzen Berechnungen ubersichtlicher und wir wollen mit
diesem Ansatz noch das nachste Orbital berechnen.

3s Orbital, Zustand n=3, 1=0: h=n- (1 +1)=3- (0+1)=2

¥ 2l

i} 3
089_1r9 e ﬂ 2|+1(r)‘ 2>dr—@ mit | =0 und
7] N
Lﬁ”l(p)——x(G 6p+p )mlt p=r ergibt
¥ .0 2 3
(‘)ge—lrg >e'r>Px(6-6r+r21 x2>dr:@ bzw.
r=0€2 @ 6 NZ
31) ﬂ(G 6r +r ] x 2 ar :(—>€é‘59
r=0 N2 3o

Quadrieren und Ausmultiplizieren ergibt:

¥ 2
o {(36 36r +6r2% - 36r +36r2- 6r3+6r2- 6r3+r lx >dr——) >€§9
r=0 N2 é3g
¥
ol (36 72r +48r2 - 12r3 + ¢ ]x wr_u%é_sQ
r=0 N2 é3g
¥ 3 .2
d(36r2- 72r3 +48r% - 12r5+r6]>e'Ir >dr :_(Zk) g@g

N2 é3g

r=0
Seite 59 / 66



Auch hier muss partiell integriert werden und zwar jeder einzelne Term in der
eckigen Klammer. Um unsere beim 1s-, 2s- und 2p-Orbital angewandte ,gu-
te* Ordnung auch hier zu erhalten gehen wir alle Ausdriicke einzeln nachein-
ander durch.

1. Ausdruck: t‘jiGrz e " dr

r=0
Auch hier zur Erinnerung: Die eckige klammer im ng. Startterm cux/' bein-
haltet den Ausdruck u:v und damit iiber v bereits den Ausdruck (- 1). Dieser
ergibt sich aus der Integration der Exponentialfunktion nun gemaR v'=e ",

die dann zu v=(- 1)e™" fiihrt. Wir erhalten also folgenden Starterm:
cun' = l36r2 - 1) J cux
=-|72r {2k)3 {+ 1)’ J

=472 1T |- 0

e3g

o 7267} o - tep g2

.2
:+-72>e ] :i2 2K)3 &9 bzw.

e3g
[ r=y¥
=+|- 72% 2'“] =72 ¥ - ( 72>€ ) o+72><1_—><(2k)3 ¢
- r=0 3z
2
_ 1 3,360
#7225 A yg%
¥
2. Ausdruck: ¢y 72r3 % " >dr
r=0

(‘uxv':l- 72r3 - 1)>e'rJ- cuw
=-| 216r2>(+1)>e'rJ-

= +- 432r X- 1)>e'rJ-

=-| 432><(+1)>e‘f]-

- +[+432>(+1)>e‘ r ] q¥ :éx(Zk)?’ xggz

.2
_+[+432>e ] iz 2k )P 8 bzw.
e3g
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_ Y _y 0)_ _ 1 3 plen
=+[+432¢ =+432>6 ¥ - (+432>€°|=0- 4324 =— {2k 2
r=0 N e3g
02
432——><(2k)
N 2 e3ra
¥
3. Ausdruck: (‘)+48r4 @™ " >dr
r=0

(‘uxv':l+48r4>(- 1)>e'rJ- cuw
=- +192r3>(+1)>e'rJ-
= +[+576r 2 §- 1)>e'rJ-

= - [+1152r ><(+1)>e'rJ-

= +[+11524- 1)e”" J 0

: +[+1152>(- e’ ] q¥ = P 20

e3g

_+[ 1152%" ] iz 2k)3>€§92 bzw.

e3g
:+[- 1152>e'r] = 1152 ¥ - ( 1152xe°):o+1152><1:i2>(2k)3x4
=0 N
+1152=—— >(2k)3 B9
N? e3ﬂ

¥
4. Ausdruck: (‘)+12r5 e " dr

r=0

(‘uxv':l- 12r° - 1)>e'rJ- cuw
=-|- 60r4>(+1)>e'rJ-
= +|- 240r 3 {- 1)>e'rJ-
=-| 720r 2 x+1) >e'rJ-

= +|- 1440r - 1) J

=- |- 14404+1)>e” J 0
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sJeraa0e | g 56 b
r=0 N e3g
-+[+1440>e ] = +1440 % ¥ (+1440><e) 0- 1440>Q:—><(2k)3><€§92
esg
.2
. 1440_—>(2k)3>€§9
N? e3g
¥
5. Ausdruck: ¢y r°se " xdr
r=0
(‘uxv':l+r6>(- 1)>e'rJ- cux
=- +6r5>(+1)>e'rJ-
= +[+30r 4 §- 1)>e'f]-
=- +120r3>(+1)>e'rJ-
= +/+360r 2 {- 1)>e'f]-
= - |+ 720r >(+1)>e'rJ-
= +[+ 720X- 1)>e'rJ- 0
-+[— 720" ] q :iz Nl
e3g
_+[ 720 ] :iz 2)3Xg§92 bzw.
e3g
— -r = _ Y 0l_ _ 1 3 ;‘;@o
—+[— 120 ]rzo_-noxe - ( 720%€ )-0+720>Q-F>‘(2k) e
2
+720——><(2k) 0
N2 &30

Insgesamt lautet die Normierungskonstante fur die finf Ausdricke:

.2
7214@%%444%@:i>(2k)3>€§9 bzw. 72= = 52)3 28 baw.
0 N2 N2 &3p
BOL, 1 o)/ Sl
e3g 9 (3)l/2 e2g
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Die normierte Radialwellenfunktion fir das 3s-Orbital lautet ausgehend von

l
GL.(70) und GI.(79) geméR Ry (p) = N >€d p e 2" x 2*(p)

. Z 21+1
t p=2kr, k= , 1 =0, 2, =—X6- 6
mit p = 2kr g n= Lh (p) = "( p+p )
ol 1 b
0 3/2 0
R S X X—— 1 2P x—X6- 6
nt (P) 3279 (3)1,2 >€e2ﬂ >( e x( p+p )

Wie zu sehen und in den Anmerkungen zum 2s-Orbital im Kapitel ,Die La-
guerre-Polynome* bereits erwdhnt, heben sich die aus einem Laguerre-
Polynom ausgeklammerten Faktoren durch die Normierung gerade heraus.

In diesem Falle ist es der Faktor g Die normierte Radialwellenfunktion fir

das 3s-Orbital lautet also:

1,
3’2{’5“0 >(1)>e 2 7(6- 6p+ p2)

Rn,l(p):— (3)1/2 <

Z
n>xag

mit p=2kr, k=

Auf diese Weise lassen sich die normierten Radialwellenfunktionen aller Or-
bitale berechnen. Die Rechenergebnisse kdnnen wir der Literatur entneh-
men.

3p Orbital, Zustand n=3, 1=1: h=n- (| +1)=3- 1+1)=1

1

(6)1/2 3’2@0 “Apbe 2" Aa- p)

3d Orbital, Zustand n=3, 1=2: h=n- (| +1)=3- (2+1)=0

Rn1 (P) ==

3/2 1
1 1 O -5P
Rny (P) =§W>(2k)3’2 %g {p)* e 27 )

4s Orbital, Zustand n=4, 1=0: h=n- (| +1)=4- (0+1)=3

3/2
1 0 -, P
Rn,|(p):%>(2k)3/2>qa;%9 1) 2 >(24- 36p+12p? - p3)
e2g

Damit kommen wir zur Ermittlung der radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeit.
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16.

Ermittlung der radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeit

Wir haben bereits gesehen, dass die Wahrscheinlichkeit (W), das Elektron

am Ort r aufzufinden, durch das Betragsquadrat der Wellenfunktion |Y|2 ge-

geben ist. Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron des Einelektronenatoms im
Volumenelement dV =dx:dy>dz an der Stelle r=(x,y,z) zu finden ist:

dw(r) =|Y[*>aV .

Gemal} Herleitung zu GI.(29) bis GI.(32) lautet die Gesamtwellenfunktion
Y(rj . 3)=[Pni(0)4%,m@.j ), wobei Yim@.j)°y(.3)=FG)QU) den
Kugelflachenfunktionen nach Teil Il, Seite 67, GI.(118) entspricht. Diese
Funktionen waren bereits so normiert, dass die Integration Gber den vollen

Raumwinkel eins ergab. Sie konnen daher bei der Betrachtung der radialen
Aufenthaltwahrscheinlichkeit ignoriert werden. Somit kdnnen wir schreiben:

AW (r) =[P oy | el

Gemal} Gl.(32) lautet die radiale Wellenfunktion P (r) =r > R(r). Wir erhalten

in analoger Vorgehensweise wie bei der Normierung der Gesamt-
Aufenthaltswahrscheinlichkeit mit GI.(69) gemal}

2
¥

N 2 —_—
ON r x ?&@ xdr =1

r=0 nicht..normiert
Radial funktion

bei Ansatz der mit N normierten Radialfunktionen den radialen Verlauf Auf-
enthaltwahrscheinlichkeit W(r) gemaf

2

W(r)=|r xg_né(:rg >dr

normiert

Die Radialfunktionen haben wir im vorherigen Kapitel ermittelt. Setzt man
z.B. die normierte Radialfunktion fiir das 1s-Orbital ein gemaf

1

R (p) = 2>(2k3’2>€“° >(1>e2 xL2'+1

Z_ 120, n=1, L2+
n><ao

mit p=2kr, k= (p)=1

so ergibt sich:
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2 B
W(r) =[rex2)¥2E2 e 2 xdr bzw.
e2g
6 z
W(r) = 4x2k)3 22 e Por Zodr mit k =
e2g n>ag
W(r) = 4? O —T >e' P2 xdr mit p=2kr
n"aog e 7]
423 5 o
(81)...W(r):—3><r x >dr
ag

Dieser Verlauf ist im Bild " r xRy o xap" dargestellt.

Ableitung bilden und Nullsetzen ergibt Stelle mit maximaler Aufenthaltswahr-

scheinlichkeit:

3 3
dW(r) _ 427 0 e 2k +%>¢2 A- 2K)%e" 2 baw.

dr a03 ap
3
dW(r) _ 42 x(2r- 2k x ) "2k it k=
dr ao n>ag

3
awir) _4z> x(2r - 2kx 2)>e' 2k =0
dr ap°

Der Ausdruck wird null, wenn gilt:

0:(2r- 2k><r2)bzw. 0=2- 2k:r bzw. 2k:r =2 bzw. k:r =1 also

n:ap
Z

r =

x|

Im 1s-Orbital ist Z=1 und n=1. Daher ergibt sich

r=ap

als Stelle mit der ma-

ximalen Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Die absolute Hohe der Wahrschein-

lichkeit spielt keine Rolle.

Auf diese Weise lasst sich der radiale Verlauf der Aufenthaltswahrscheinlich-
keit des Elektrons fiir die verschiedenen Orbitale darstellen. Dies ist unsere
letzte Aufgabe. Sie wird auf der nachsten Seite erfiillt.
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17. Grafischer Verlauf der radialen Aufenthaltswahr-

scheinlichkeit
A r2R$oao
] F N
05} .-"I : Y
i
0,4 : :\'\\
,': 1 : A
f | Jil
f : : y -
0'3‘ |III : : \'\ 0;1 4 FERgGaU
f A b :
| | y \ o
o2} [ A\ 0,08 g
| it 1s 3s Y
i s 0,06 f y
| i
0,1 .'I i ! \ 0,04 | . //
filllie il e o 4 /
LU i 1I : 1 1 \-h-l-_"" e W r 0‘02 \ -’-/. 1 \\' -~ -"// 1 L 1 » ‘L
0 1 2 3 4 5 a, 0 5 10 15 4
4 °Ria
02t r’R5)a, e 0.1 A
PN 0,08 -
/ 2s 3p //
/ 0,06 | y
0,1 // \ 0,04 ) //
b il A
/\ / 0,02 [ N /
! W L // \\“ .// "
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4 r2R§2ao
r’R3a0 0,12 [
0,2 2p 01 T ad e T
/,. - 0,08 | y i
p Y 0,06 | .
0.1 3 b 0,04 | //-'
,r/ .“‘x_q___\__ 0.02 B ’ A r
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Beachte: Die Verlaufe haben eine unterschiedliche Skalierung.

Auf diese Weise lasst sich der radiale Verlauf der Aufenthaltswahrscheinlich-
keit des Elektrons fur alle Orbitale grafisch darstellen.

Damit haben wir nunmehr auch unsere letzte Aufgabe bzgl. der weiterfuh-
renden Berechnungen mit der Schrédinger-Gleichung erfuillt.

Wir sind am Ende des Teils Ill angekommen.
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